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摘要：数值预报是逐日天气预报、气候预测和气象防灾减灾的核心科技支撑。为进一步提高预报

预测的准确度和延长预见期，甚高分辨率、多圈层耦合、多尺度嵌套、多尺度集合、数值地球系统模

拟技术等是下一代数值预报的重要发展方向。异构众核高性能计算机和 Ｅ 级计算的高速发展为
这一发展提供了契机，但也对现有业务数值预报中采用的数值方法提出了挑战。此文仅对国内外

下一代大气模式涉及到的数值方法进行综述，着重于数值算法、准均匀球面网格和时间积分方案

等 ３个方面，期望为相关研究者提供参考。
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引言

数值天气预报的萌芽可以追溯到 １９０４ 年挪威
科学家 Ｖｉｌｈｅｌｍ Ｂｊｅｒｋｎｅｓ 提出把天气预报看成求解
描述大气运动控制方程组的科学思想，即通过实时

观测的气象数据求解控制方程组来预测未来时刻

的天气状态。实践证明，解析求解这些控制方程组

的天气预报方法是行不通的。１９２２ 年，英国气象学
家 ＲＩＣＨＡＲＤＳＯＮ［１］创造性地用数值方法求解大气
运动方程组，开创了用数值方法预报天气的革命性

技术，即数值天气预报。随着数值算法、高性能计

算机技术、气象探测技术以及动力气象学、数值预

报理论的不断发展，数值天气预报在近 １００ 年时间
内取得了巨大的成功［２－３］。数值天气预报已成为现

代天气预报业务的核心支撑，在气象防灾减灾、社

会公众服务、国民经济建设和国防等工作中发挥着

不可替代的作用。

数值天气预报系统由大气数值模式、资料同化

及模式后处理等部分构成，其中数值模式是核心。

大气数值模式主要由动力框架和物理参数化过程

两大模块组成。大气模式中最早采用的数值方法

是基于规则网格点的有限差分方法，该方法通过差

分算子近似大气控制方程组中的导数项［４－６］。随

后，自 ２０世纪 ７０年代末开始，谱模式在大气模式中
占主导地位，并在业务模式中应用最为广泛［７］。谱

方法（ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ）通过一系列正交基函数对控
制方程中预报量进行逼近，实现空间离散。它相比

于早期格点模式的优势在于能有效避免球面的极

区问题和消除相速度误差（ｐｈａｓｅｓｐｅｅｄ ｅｒｒｏｒ）等［８］。

随着模式向高分辨率方向发展，谱模式勒让德变换

在高分辨率下的效率瓶颈和难以在众核超级计算

机上实现高效并行化计算的缺点日益突出，基于格

点模式的数值方法（如：半拉格朗日方法（ｓｅｍｉ
Ｌａｇｒａｎｇａｉｎ ｍｅｔｈｏｄ）［９］和有限体积法（ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ
ｍｅｔｈｏｄ）［１０］等）在进入 ２１世纪后再次兴起。

近年来，随着异构众核高性能并行计算机和

Ｅ级计算的高速发展，大气数值模式中涌现出一系
列能够高效利用超级计算机性能和保证良好计算

效率的高扩展算法，高扩展算法已成为下一代大气

数值模式的研究焦点［１１］。世界上各主要业务中心

已于 ２０１０ 年左右开始下一代高可扩展模式研发，
如：欧洲中期天气预报中心（Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｃｅｎｔｒｅ ｆｏｒ
ＭｅｄｉｕｍＲａｎｇｅ Ｗｅａｔｈｅｒ Ｆｏｒｅｃａｓｔｓ，ＥＣＭＷＦ）于 ２０１５
年开始的用于 Ｅ 级计算的天气预报高能效规模算

法（Ｅｎｅｒｇｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｓｃａｌａｂｌｅ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ Ｗｅａｔｈｅｒ
Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ａｔ Ｅｘａｓｃａｌｅ，ＥＳＣＡＰＥ）计划，英国气象局于
２０１１年开始的“工合（ＧｕｎｇＨｏ）”（Ｇｌｏｂａｌｌｙ Ｕｎｉｆｏｒｍ
Ｎｅｘｔ Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ Ｈｉｇｈｌｙ Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ）计划，以及美国国
家海 洋 和 大 气 管 理 局 （Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｏｃｅａｎｉｃ ａｎｄ
Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ Ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ，ＮＯＡＡ）于 ２０１６ 年开始
的下一代全球预报系统（Ｎｅｘｔ Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ Ｇｌｏｂａｌ
Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ Ｓｙｓｔｅｍ，ＮＧＧＰＳ）计划等。

一般而言，要实现未来大气状态的气象要素预

报，大气数值模式需要基于球面计算网格对大气动

力与热力学控制方程进行空间数值离散，继而采用

时间离散格式向前推进模式积分。为此，本文将从

数值算法、准均匀球面网格和时间积分方法等 ３ 个
方面对国内外可扩展的下一代大气模式进行综述，

希望对相关领域同行的研究起到帮助和推动作用。

需要指出的是，全球模式与区域模式的差异体现在

模式是否有边界处理，而在数值算法、球面网格和

积分方案方面并无显著区别，因而本文所介绍内容

对全球模式与区域模式均适用。

１　 大气模式数值方法

自 ２０世纪 ２０年代 ＲＩＣＨＡＲＤＳＯＮ［１］的创始性工
作以来，应用在大气模式中的数值方法呈现多样性，

如传统格点模式采用的有限差分方法、有限体积方

法、半拉格朗日方法［１２－１３］和非格点模式（ＥＣＷＭＦ）采
用的谱方法等。２００７ 年，ＷＩＬＬＩＡＭＳＯＮ［７］在其综述
“全球大气模式动力框架演变”中详细回顾了传统数

值方法在全球大气模式中的应用进展。

近年来，高性能并行计算机的迅速发展对应用

于大气模拟的数值计算方法提出了新的挑战，即：

数值计算方法必须能够充分利用超级计算机所提

供的计算潜力［１４－１５］。基于这一背景，过去十多年中

多种适用于大气数值模拟并能高效利用超级计算

机的高精度数值方法被应用于发展新一代大气模

式，代表性的方法包括：谱元（ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ）方
法［１６－２０］、间断伽辽金（ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ）方
法［２１－２５］、混合有限元 （ｍｉｘｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ）方
法［２６－２９］以及多矩约束有限体积 （ｍｕｌｔｉｍｏｍｅｎｔ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ）方法［３０－３９］。作为有潜力的

下一代大气数值模式核心基础算法，这些数值方法

具有高精度、守恒、网格适应性强和可扩展等特点，

国际先进业务研究中心开始或已经采用它们来发

展新一代大气数值模式。与传统的有限差分和有

限体积数值方法不同，这些数值方法能够在局地单

２
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元开展高阶多项式数值重构，因而获得了高精度和

良好可扩展特性。然而，上述高精度格式其计算过

程较为复杂、数值计算鲁棒性不高、需要与合适的

时间积分方案相配合等，这些要求给大气模式开发

者采用这类高精度数值方法设计下一代数值模式

提出了新的挑战。

１．１　 有限元方法
有限元方法最早发展于 ２０ 世纪 ４０ 年代初［４０］，

并在 ５０年代后期取得重要进展并得到广泛应用。
有限元方法的空间离散格式一般通过加权余量法

（ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｍｅｔｈｏｄ）导出。在实际应用中，通
常采用伽辽金（Ｇａｌｅｒｋｉｎ）方法，即：选取离散空间上
的基函数（有时又称为试探函数（ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ））作
为权重函数，使之与误差函数具有正交性，得到空

间离散公式。它的优势在于能够灵活地处理复杂

几何剖分。

有限元方法在固体力学领域得到了广泛应

用［４１］，在流体计算中主要应用于低马赫数流动的模

拟［４２］。多种有限元方法被应用于地球流体力学数

值模拟，如：基于有限元方法的海洋模式［４３－４８］。有

限元方法应用到大气模拟可追溯到 ２０ 世纪 ６０ 年
代［４９］，这一领域至 ２０ 世纪 ８０ 年代涌现出更多工
作。ＳＴＡＮＩＦＯＲＴＨ［５０］对有限元方法在大气模拟中
的应用做过综述，强调有限元模式有望更好地探

索、理解和预报潜在更复杂的天气现象。Ｂ?ＬＡＮＤ
ｅｔ ａｌ．［５１］采用有限元方法研究了罗斯贝（Ｒｏｓｓｂｙ）和
重力正规模态（ｎｏｒｍａｌ ｍｏｄｅｓ）模拟的准确性，并且
与二阶有限差分垂直离散方案做了比较。

相比较于计算域全局展开的谱方法，有限元方

法仅在局部单元进行有限元函数级数展开，没有全

局并行通信，因而具有良好的计算效率。然而，与

有限差分方法相比，有限元方法空间数值离散后需

要求解代数方程组，因此它的复杂程度更高，计算

代价相对较大［５２］。此外，由于单元内未知量多于一

个，有限元方法存在潜在计算模（ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｍｏｄｅ）［５３］问题，该计算模是非物理解。特别地，当
表征小尺度大气波动时，非线性项的数值离散容易

引起错误的数值解。为了抑制计算模，有限元方法

通常需要选择性地采用耗散机制［５４］，这可能是该方

法在大气模式水平离散中没有得到广泛应用的重

要原因。相反，采用有限元方法作为垂直离散格式

在大气模式中得到良好应用，因为大气数值模式的

垂直数值耗散对有限元方法抑制计算模发挥了关

键作用。ＢＵＲＲＩＤＧＥ ｅｔ ａｌ．［５５］在欧洲中期天气预报

中心（ＥＣＭＷＦ）的预报模式中使用有限元方法完成
了垂直离散；ＵＮＴＣＨ ａｎｄ ＨＯＲＴＡＬ［５６］在 ＥＣＭＷＦ 模
式中引入垂直有限元平流离散方案，相对于有限差

分模式极大提高了线性重力波位相速度模拟精度，

减小了洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｚ）交叉跳点的计算模和垂直计
算噪音。

英国气象局下一代数值天气预报模式动力框

架“工合（ＧｕｎｇＨｏ）”研究计划将混合有限元方法作
为数值方法的首选。ＳＴＡＮＩＦＯＲＴＨ ｅｔ ａｌ．［２８］研究表
明，混合有限元离散中速度自由度与气压自由度数

量比值小于 ２时，会出现明显的虚假惯性重力波，而
两者比值大于 ２时，则发现类似于六边形网格上的
虚假罗斯贝波［５７］。ＣＯＴＴＥＲ ａｎｄ ＳＨＩＰＴＯＮ［２６］针对
线性浅水波方程进行了研究，表明混合有限元方法

在三角形网格、六边形网格和正方形网格上通过选

择适合的基函数对（ｅｌｅｍｅｎｔ ｐａｉｒ），调整气压和速度
自由度数量比率，进而可以避免虚假的地转模［５８］，

如：重力惯性模和罗斯贝模。此研究发现，在三角

网格中对速度离散采用一阶 ＢｒｅｚｚｉＤｏｕｇｌａｓＦｏｒｔｉｎ
Ｍａｒｉｎｉ空间而气压采用线性不连续空间，在四边形
网格中速度离散选用 ｋ 阶 ＲａｖｉａｒｔＴｈｏｍａｓ 空间而气
压则用 ｋ阶不连续空间，就可以保证速度自由度和
气压自由度数量之比为 ２ ∶１，从而避免虚假的地转
模，并最小化频散和耗散误差。同时，对非线性系

统连续方程采用这样的有限元空间并运用间断伽

辽金方法可以保证质量守恒。

实际上，混合有限元方法［５９］是跳点网格（如 Ｃ
网格）上有限差分方法的拓展，对于不同变量选用

不同有限元空间函数（基函数），规避了有限差分方

法在 Ａ格点上的虚假气压模，同时不受数值网格正
交性的约束。目前，这类应用混合有限元方法在球

面浅水波模拟中已获得良好效果［２８－２９，６０－６１］，进一步

推广至三维完全可压缩大气模式及针对不同变量

的基函数选择还在进一步研究当中［５９］。当前，

ＭＥＬＶＩＮ ｅｔ ａｌ．［６２］基于混合有限元离散格式在笛卡
尔坐标下发展了三维非静力动力框架，它不仅在模

式精度上与现有英国气象局业务模式 ＥＮＤＧａｍｅ 动
力框架相当，而且具有潜在的众核高性能计算与不

受模式数值网格约束的优势。

１．２　 谱元方法
谱元方法和有限元方法同属一类特殊的伽辽

金（Ｇａｌｅｒｋｉｎ）方法，可称为连续伽辽金方法，它们在
单元边界节点定义的自由度是由相邻单元共享的。

谱元方法与高阶有限元方法的区别在于谱元方法

３
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插值多项式所采用的节点（ｎｏｄｅ ｐｏｉｎｔ）是非等距分
布的，如：常用的 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏ（ＬＧＬ）点，
它是方程式（１－ξ２）Ｌ′Ｎ（ξ）＝ ０ 的根，其中 Ｌ′Ｎ（ξ）为
Ｎ次勒让德多项式的一阶导数。插值多项式逼近同
一函数时，有限元方法采用等距节点构建的多项式

在逼近区间边界所产生的数值振荡比谱元方法要

严重得多。特别是，随着插值多项式阶数的提高，

等距有限元多项式在区间边界的振荡会更严重，相

反，谱元采用非等距节点构造的数值逼近在边界引

起的振荡会随之提高而减小，从而具有更好的收敛

性，这是谱元方法的重要优势。

ＭＡ［６３］最早将谱元方法应用于地球流体力学模
拟，建立了适用于复杂几何域的谱元浅水模式，研

究表明由于谱元方法的耗散和频散误差小，模式能

够准确地模拟海洋锋面现象。ＴＡＹＬＯＲ ｅｔ ａｌ．［６４］将
谱元方法应用于球面浅水模式，评估了谱元方法用

于气候模式的可行性，讨论了谱元模式在气候模拟

中的潜在优缺点。ＦＯＵＲＮＩＥＲ ｅｔ ａｌ．［１９］将谱元方法
应用到静力原始方程，建立谱元大气模式（Ｓｐｅｃｔｒａｌ
Ｅｌｅｍｅｎｔ Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ Ｍｏｄｅｌ，ＳＥＡＭ）。随着当时大规
模分布式高性能计算机的出现，谱元方法的高可扩

展性得到了印证。ＧＩＲＡＬＤＯ ａｎｄ ＲＯＳＭＯＮＤ［１８］在水
平方向采用谱元方法发展了一套新的数值天气预

报动力框架，测试了三个正压三维标准测试和四个

斜压三维标准测试，如：四波罗斯贝波等；并与四个

天气预报模式和气候模式相比较，模拟结果表明谱

元大气模式和谱变换模式精度相当，该模式在分布

式计算机上的并行度可实现线性可扩展。ＴＨＯＭＡＳ
ａｎｄ ＬＯＦＴ［６５］建立了基于立方球网格的动力框架，该
框架在水平方向使用高阶谱元方法，采用垂直混合

气压坐标和半隐式时间积分方案。

当前，ＤＥＮＮＩＳ ｅｔ ａｌ．［１５］发展的 ＣＡＭＳＥ模式、美
国海军研究院具备谱元可调的非静力通用大气模

式（Ｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ Ｕｎｉｆｉｅｄ Ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ，
ＮＵＭＡ）以及公共地球系统模式（Ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ Ｅａｒｔｈ
Ｓｙｓｔｅｍ Ｍｏｄｅｌ，ＣＥＳＭ）等均是采用谱元方法发展的
新一代大气模式。韩国大气预报系统研究院（Ｋｏｒｅａ
Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ Ｓｙｓｔｅｍｓ，ＫＩＡＰＳ）在
韩国气象厅下一代大气模式中采用高精度谱元方

法，具体设计方案是在水平方向采用谱元方法离

散，在垂直方向采用有限差分离散方法［６６－６７］。谱元

方法具有良好的局地计算密集型特征，在分布式高

性能计算机上可获得高可扩展性［１５－１６］，同时具有谱

收敛和几何灵活（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ）等优势，已

成为下一代预报模式的优选数值计算方法之一。

１．３　 间断伽辽金方法
间断伽辽金方法，与前述有限元和谱元方法不

同，数值解和基函数均局限于单元网格内，相邻网

格内的近似函数和权重函数在单元界面上的值一

般不相等。对于守恒方程，相邻单元网格界面的数

值通量一般通过求解（近似）黎曼（Ｒｉｅｍａｎｎ）问题得
到，因此有限体积方法中发展的（近似）黎曼问题求

解器均可用于间断伽辽金方法。考虑这一特征，间

断伽辽金方法也被认为是一种有限元和有限体积

相混合的方法。间断伽辽金方法和谱元方法一样

也采用不等间距分布的节点，但其数值解定义点不

包括单元边界，如采用 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ（ＬＧ）点可以
获得非常高的计算精度。由于间断伽辽金方法中

引入了有限体积的概念，它可以保证数值守恒性。

ＲＥＥＤ ａｎｄ ＨＩＬＬ［６８］最早引入间断伽辽金方法
用于求解静态中子线性平流问题。ＬＥＳＡＩＮＴ ａｎｄ
ＲＡＶＩＡＲＴ［６９］对间断伽辽金方法应用于线性平流方
程的 数 值 特 性 进 行 了 分 析。 ＣＨＡＶＥＮＴ ａｎｄ
ＳＡＬＺＡＮＯ［７０］首次将间断伽辽金方法应用到求解非
线性方程，研究发现若将一阶多项式间断伽辽金方

法空间离散和简单向前时间积分相结合一般计算

不稳定，仅在特定情况下可保证计算稳定性。

ＣＯＣＫＢＵＲＮ ａｎｄ ＳＨＵ［７１－７２］采用 ＴＶＢ（ｔｏｔａｌ ｖａｒｉａｔｉｏｎ
ｂｏｕｎｄｅｄ）限制器、龙格－库塔（ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ，ＲＫ）时
间积分和间断伽辽金方法求解非线性方程获得了

极大成功。随后涌现了大量采用间断伽辽金方法

来求解实际问题的研究工作。ＳＣＨＷＡＮＥＮＢＥＲＧ
ａｎｄ Ｋ?ＮＧＥＴＥＲ［７３］采用龙格－库塔间断伽辽金方法
研究了一维浅水方程求解及其在水利上的应用，充

分展现了其质量和动量守恒、几何灵活和紧致性

（ｃｏｍｐａｃｔｎｅｓｓ）好等优点。ＣＯＣＫＢＵＲＮ ａｎｄ ＳＨＵ［７４］

对采用龙格－库塔时间积分和间断伽辽金方法发展
的数值模型做了较详细的综述。

在大气模式领域，ＧＩＲＡＬＤＯ ｅｔ ａｌ．［７５］基于正二
十面体网格在笛卡尔坐标下发展了间断伽辽金浅

水波模式，其中空间离散采用 ｎｏｄａｌ 类型展开。
ＮＡＩＲ ｅｔ ａｌ．［７６－７７］基于立方球网格采用 ｍｏｄａｌ 类型展
开的方式发展了间断伽辽金平流模式和浅水波模

式，研究结果表明间断伽辽金方法的精度与标准谱

转换模式相当。ＧＩＲＡＬＤＯ ａｎｄ ＲＥＳＴＥＬＬＩ［２２］将间断
伽辽金方法应用于求解通量形式的 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方
程，研究了非静力中尺度大气现象，数值试验表明：

在热泡和山脉波试验中间断伽辽金非静力模式表

４
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现更好；考虑计算效率，在最坏情况下，间断伽辽金

模式的运行速度要比非守恒谱元模式慢近一半，在

最好情况下，间断伽辽金模式的运行速度与守恒的

谱元模式相当。尽管目前采用间断伽辽金方法建

立的大气模式还未用于实际业务预报，然而基于间

断伽辽金方法的研究型大气模式一直在发展中，比

如美国国家大气研究中心（Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｅｎｔｅｒ ｆｏｒ
Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ，ＮＣＡＲ）的 ＨＯＭＭＥ（ｈｉｇｈｏｒｄｅｒ
ｍｅｔｈｏｄ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ）静力模式［２４］，美国海

军研 究 院 的 间 断 伽 辽 金 全 球、区 域 一 体 化

ＮＵＭＡ［７８］，德国的 ＤＵＮＥ（Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｎｄ Ｕｎｉｆｉｅｄ
Ｎｕｍｅｒｉｃｓ Ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ）大气模式［７９］等。

１．４　 多矩约束有限体积方法
有限体积方法是基于物理守恒律发展的一种

数值方法，它能够严格保证数值解的守恒属性。近

年来人们对具有良好局地守恒属性，如紧致模板、

高强度浮点计算和极少数据通信的数值方法产生

新的兴趣。为此，设计能够适应众核超级计算机的

一类有限体积方法在非静力大气模式［３５，８０－８３］中的

应用重新受到科学家们的关注和研究。

作为对传统有限体积法的扩展，多矩约束有限

体积法是一种数值求解流体力学方程组的新方法。

多矩 方 法 借 鉴 了 ＣＩＰ （ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ
ｐｒｏｆｉｌｅ）方法的基本思想［８４－８７］，在算法构造中同时采

用不同类型的矩，如：积分平均值、状态变量的点值

及其导数值，不同矩可以采用不同形式的控制方程

进行预报，这些预报方程必须保持与原守恒律方程

相容。它的构建过程基于明确的物理概念，具有良

好可扩展性、可达到高精度、并能保证严格的数值

守恒。与间断伽辽金和谱元方法相比较，它较好地

平衡了数值模式在计算精度、鲁棒性、算法简洁性

和计算效率等各方面的要求，具有较高的实用价

值。不同于传统有限体积方法在单元网格内定义

单个自由度，多矩约束有限体积方法与谱元和间断

伽辽金方法类似，在单元网格内定义多个自由度

（或者未知量），且自由度定义节点可以自由选择，

包括等距节点和 ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏ（ＬＧＬ）节点
等。该方法通过施加不同类型的约束条件，如：物

理量的积分平均值、点值及导数值，导出自由度的

演变方程，最后再通过龙格－库塔时间积分获得未
知量（或自由度）在新时刻的预报值。由于多矩方

法在空间拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）插值重构中引入了多
矩约束条件，相比有限元方法中的等距拉格朗日插值

具备更好的计算稳定性，能有效抑制高阶重构函数在

网格单元边界处的数值振荡［３２］。ＸＩＡＯ ｅｔ ａｌ．［３４］发展
了一套基于多矩约束通量重构的通用高精度数值架

构，它可以解释成拉格朗日和埃尔米特（Ｈｅｒｍｉｔｅ）混
合插值方法，可以从更一般的途径构造高精度数值格

式。同时研究［８８］表明，多矩约束方法在相同自由度

下计算稳定的最大库朗条件数（ＣｏｕｒａｎｔＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ
Ｌｅｗｙ（ＣＦＬ）数）要大于间断伽辽金方法。

多矩约束方法已被成功用于发展地球流体力学

数值模式。ＣＨＥＮ ａｎｄ ＸＩＡＯ［３３］采用多矩约束有限体
积方法在立方球面网格上建立了全球浅水波模式。

该模式中状态变量的点值采用微分形式方程组通过

求解导数黎曼问题来更新，积分平均值采用通量形式

方程组用有限体积公式更新保证数值守恒性。ＬＩ ｅｔ
ａｌ．［８９］采用球面阴阳网格发展了球面浅水波模式，不
同的是状态变量点值采用半隐式半拉格朗日方法来

更新。尽管对状态变量点值的更新方法有所不同，但

这两个浅水模式对球面大气波动，如：罗斯贝波、过山

气流波等，均获得良好的数值模拟结果，可与国际其

他先进模式相媲美。采用多矩约束有限体积框架，可

以构造基于局地重构的任意高阶格式。采用三阶、四

阶和五阶多矩约束有限体积方法，基于不同球面准均

匀网格，如：阴阳网格、立方球网格、正二十面体三角

形网格和六边形网格，已发展了各类全球浅水模

式［３６，３８－３９，９０－９１］。综合考虑模式的计算精度、效率等因

素，多矩方法相比其他先进数值方法有其独特优势。

ＬＩ ｅｔ ａｌ．［３５］首次将多矩约束有限体积方法应用
于完全可压缩、非静力大气模式。一系列标准数值

试验，如：密度流试验、惯性重力波试验、热泡试验、

Ｓｃｈａｒ复杂地形试验以及线性静力 ／非静力钟型山脉
波试验［３７］等，均表明该模式的计算精度与当前国际

先进谱元模式和间断伽辽金模式相当。多矩约束

有限体积方法在发展球面浅水模式和非静力大气

模式中获得了良好数值结果，有望为发展我国下一

代高精度、高可扩展、守恒的天气模式甚至气候模

式提供可靠的动力学数值架构。

２　 准均匀球面网格

在大气数值模式中代表性的球面网格有：经纬

度网格、阴阳网格、立方球网格和正二十面体网格

（图 １）。几乎所有的业务中心均采用过经纬度网
格，它具备良好的正交性，方便进行差分计算。然

而在超级高性能计算环境中，经纬度网格的极区问

题及其带来的数据通信瓶颈变成了制约全球模式

性能的一个关键因素。
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图 １　 大气模式中代表性球面网格示意图（ａ．经纬度网格，ｂ．阴阳网格，ｃ．立方球网格，ｄ．正二十面体网格）
Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｇｒｉｄ ｉｎ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ ｍｏｄｅｌ （ａ． ｌａｔｉｔｕｄｅｌｏｎｇｉｔｕｄｅ ｇｒｉｄ，ｂ． ＹｉｎＹａｎｇ ｇｒｉｄ，

ｃ． ｃｕｂｅｄｓｐｈｅｒｅ ｇｒｉｄ，ｄ． ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ ｇｒｉｄ）

　 　 ＫＡＧＥＹＡＭＡ ａｎｄ ＳＡＴＯ［９２］提出了准均匀、无数
值奇异的阴阳网格，它由两个低纬度经纬度网格相

互扣接而成。阴（或阳）网格是普通经纬度网格一

部分，继承了普通经纬度网格特性，且低纬度网格

单元面积较均匀，并避免了普通经纬度网格数值计

算奇异性问题。球面阴阳网格属于组合网格，在阴

阳边界处的数据交换需要通过插值运算实现，为保

证质量守恒需要特别的考虑［９３］。立方球网格由

ＳＡＤＯＵＲＮＹ［９４］提出，该网格通过球心投影正立方体
表面至球面而成，在其六个投影面上可生成网格单

元面积相当均匀的结构化网格。根据投影方式不

同，它可分为心射切面投影（ｇｎｏｍｏｎｉｃ）立方球网格
和保角（ｃｏｎｆｏｒｍａｌ）投影立方球网格［９５］。前者生成

的球面网格不正交，但拥有解析的坐标变换关系；

后者生成的球面网格正交但不存在解析坐标变换

关系。ＳＡＤＯＵＲＮＹ ｅｔ ａｌ．［９６］提出了正二十面体球面

网格，它通过投影正二十面体至球面得到二十个球

面三角，而在每个三角内又细分成多个小三角或六

边形的网格单元，属于非结构网格。此外，ＥＣＷＭＦ
从 ２０１６年起在业务模式中采用立方八面体网格，它
是简化的高斯网格（ｒｅｄｕｃｅｄ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｇｒｉｄ）［９７］的一
种，即八面体简化的高斯网格（ｏｃｔａｈｅｄｒａｌ ｒｅｄｕｃｅｄ
Ｇａｕｓｓｉａｎ ｇｒｉｄ），经向格点数（ｌａｔｉｔｕｄｅ ｐｏｉｎｔｓ）保持和
简化的高斯网格一样，而相对于简化的高斯网格，

其纬向格点数（ｌｏｎｇｉｔｕｄｅ ｐｏｉｎｔｓ）越往极区格点数
越少。

网格的几何属性在数值模拟中起到非常重要

的作用，它和数值方法结合在一起共同影响数值模

拟的准确性。ＳＴＡＮＩＦＯＲＴＨ ａｎｄ ＴＨＵＢＵＲＮ［９８］对全
球天气、气候模式采用的水平网格有详细综述，特

别关注了球面水平网格的计算模（ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｍｏｄｅｓ）和格点印记（ｇｒｉｄ ｉｍｐｒｉｎｔｉｎｇ）问题。他们认
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为网格几何属性会直接影响数值模式动力框架一

些基本的理想性能，如质量守恒、准确描述大气地

转平衡和调整问题、计算模消失或者被很好地控制

住的问题、虚假快速传播的 Ｒｏｓｓｂｙ 波问题、位势和
气压梯度不应产生非物理的涡度源、最小化格点印

记等。格点印记是数值模式底层网格结构潜在误

差的一个典型现象。数值试验观察发现，采用准均

匀球面网格的模式其底层网格结构可能会以噪音

或者系统误差的形式在模拟结果中凸现出来，如浅

水波试验中立方球网格内嵌立方体八个顶点对应

的球面点附近的格点印记［３３，３８，７６－７７，９９］和阴阳网格边

界处格点印记［８９，１００－１０２］等。

在当前以及未来超级高性能计算条件下，传统

数值方法，如：有限差分、有限体积方法等，配合经

纬度网格在数据通信问题上遇到计算瓶颈，很可能

会制约它的继续发展。毫无疑问，局地高精度、守

恒、高可扩展性的数值方法，如：前述的有限元方

法、谱元方法、间断伽辽金方法以及多矩约束有限

体积方法，具有很好的网格灵活性，在准均匀网格

上采用此类数值方法发展模式动力框架是当前的

一个热点研究方向［１０３］。

３　 动力框架时间积分方法

为保证良好的计算效率，许多全球业务天气预

报模式采用半隐式半拉格朗日时间积分方案，比

如：平流过程采用半拉格朗日方法来计算，在上游

点计算轨迹不交叉情况下时间步长不受限制，而对

于声波、重力波等快波则采用半隐式方法来计

算［１０４］。半隐式模式通过适当的线性化和空间数值

离散最终得到一个大规模、稀疏和对角化的矩阵，

所求解问题转换成大型代数方程，最终采用高效求

解器通过迭代获得变量的数值解。

实际大气模式网格剖分时，其水平和垂直网格

距之比远大于 １（十倍甚至于百倍），为保证计算效
率大气模式常采用水平显式－垂直隐式（ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｌｙ
ｅｘｐｌｉｃｉｔｖｅｒｔｉｃａｌｌｙ ｉｍｐｌｉｃｉｔ，ＨＥＶＩ）的时间积分方案，
即在水平方向的大气波动项采用显式积分，而隐式

处理垂直传播波动项。相对于全局半隐式求解方

法，它克服了垂直方向的时间步长稳定性限制，同

时避免了并行计算中的全局通信。ＨＥＶＩ 显式分裂
（ｓｐｌｉｔｅｘｐｌｉｃｉｔ）方法处理大气控制方程中不同速度
的波动时，将方程中的快变项再分成多个小时间步

进行积分，同时在垂直方向上用 ＣｒａｎｋＮｉｃｏｌｓｏｎ 等
隐式方法求解［１０５］，如 ＷＲＦ 模式［１０６］为采用该方法

的代表性大气模式。

大气模式中的显式 －隐式（ｉｍｐｌｉｃｉｔｅｘｐｌｉｃｉｔ，
ＩＭＥＸ）多时间层方案按照波动的快慢分别采用隐式
和显式方案进行处理。为了获得二阶或更高精度，

一般会用到多于两个时间层的信息。ＤＵＲＲＡＮ ａｎｄ
ＢＬＯＳＳＥＹ［１０７］用 ＩＭＥＸ方法求解静力原始方程和可
压缩 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程。然而，通过稳定性分析可以
发现，多时间层的 ＩＭＥＸ方案会出现计算模，因此需
要通过过滤计算模以得到满意的数值解［１０８］。相比

较而言，ＩＭＥＸ 龙格－库塔（ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ，ＲＫ）方案可
以基于单时间层内多个小时间步获得良好的稳定

性和计算精度（二阶及其以上），即使处理刚性

（ｓｔｉｆｆ）物理问题［１０９－１１０］，在数学上表现为算子特征值

极大。ＵＬＬＲＩＣＨ ａｎｄ ＪＡＢＬＯＮＯＷＳＫＩ［１１１］采用算子
分裂（ｏｐｅｒａｔｏｒｓｐｌｉｔ）ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａＲｏｓｅｎｂｒｏｃｋ（ＲＫＲ）
方法积分非静力大气模式，在垂直方向采用线性隐

式 Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ 方法离散，而水平方向采用显式
龙格－库塔方法积分，可以获得三阶精度。算子分
裂 ＲＫＲ方法实际上是 ＨＥＶＩ方法，因而它的积分稳
定性最后受限于水平方向网格矩和波动速度。值

得一提的是，ＵＬＬＲＩＣＨ ａｎｄ ＪＡＢＬＯＮＯＷＳＫＩ［１１１］控制
方程在垂直方向所有项均统一采用 Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ 方
法隐式求解，没有区分波动传播特点，其代价是会

减慢垂直平流。ＷＥＬＬＥＲ ｅｔ ａｌ．［１１２］采用半隐式或
ＨＥＶＩ方法，理论分析了多种龙格－库塔 ＩＭＥＸ 方法
求解线性双曲问题的精度和稳定性，并提出了一种

新的 ＨＥＶＩｓｐｌｉｔ方法，指出该方案可提高重力波模
拟的精度和稳定性。相对于半隐式方法，ＷＥＬＬＥＲ
ｅｔ ａｌ．［１１２］研究认为 ＨＥＶＩｓｐｌｉｔ 方法在保持计算精度
上更有优势。ＢＡＯ ｅｔ ａｌ．［１１３］采用基于 Ｓｔｒａｎｇ类型的
算子分裂 ＨＥＶＩ方法积分间断伽辽金非静力大气模
式，在水平方向采用鲁棒性强保型龙格－库塔时间
积分，垂直方向的隐式积分释放了受声波约束的时

间步长，获得二阶时间收敛精度。

面向未来并行超级计算机，高阶完全显式时间

积分方案在计算精度方面无疑是不错选择，然而其

时间步长受限于声波的快速传播，当前仍然需要在

计算精度和效率上进行权衡。综合考虑各种因素，

在全球模式中采用水平方向显式求解大气运动方

程而垂直隐式求解快速波动的 ＨＥＶＩ 方法，并配合
上述具有局地高精度特性的数值算法，在未来超级

计算机平台上是一套极具吸引力的地球流体数值

模式架构。
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４　 结语

世界 气 象 组 织 ２０１５ 年 发 布 的 《Ｓｅａｍｌｅｓｓ
Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｅａｒｔｈ Ｓｙｓｔｅｍ： Ｆｒｏｍ ｍｉｎｕｔｅｓ ｔｏ
ｍｏｎｔｈｓ》（ＷＭＯＮｏ．１１５６）标志着下一代业务数值预
报的发展方向在世界范围内形成了共识。在地球

系统科学框架下，发展天气气候一体化耦合数值预

报系统以及相应的业务预报服务体系成为世界各

主要数值预报业务中心的研究和应用重点。同时，

众核高性能计算机和 Ｅ 级计算技术的发展也促使
下一代业务数值预报模式在数值算法、网格结构等

方面做出新的发展。美国国家环境预报中心和德

国气象局近年来投入业务运行的立方球网格有限

体积模式（ＮＣＥＰ＿ＧＦＳｆｖ３）和基于正二十面体网格
的 ＩＣＯＮ模式是这方面的代表。无疑，在准均匀网
格上采用局地高精度、守恒、高可扩展性的数值方

法是一个重点和热点发展方向。本着抛砖引玉的

目的，本文对近年来大气模式中的数值方法进行了

系统的分析总结，希望对国内同行在下一代数值预

报研究中起到帮助和推动作用。
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ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｌａｒｇｅ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｆｉｎｉｔｅｖｏｌｕｍｅ
ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ ｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］． Ｊ
Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ，２０１１，２３０（４）：１５６７１５８４．

［８２］ＳＫＡＭＡＲＯＣＫ Ｗ Ｃ，ＫＬＥＭＰ Ｊ Ｂ，ＤＵＤＡ Ｍ Ｇ，ｅｔ ａｌ． Ａ
ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｕｓｉｎｇ
ｃｅｎｔｒｏｉｄａｌ Ｖｏｒｏｎｏｉ ｔｅｓｓｅｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｃｇｒｉｄ ｓｔａｇｇｅｒｉｎｇ［Ｊ］．
Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，２０１２，１４０（９）：３０９０３１０５．

［８３］ＵＬＬＲＩＣＨ Ｐ Ａ， ＪＡＢＬＯＮＯＷＳＫＩ Ｃ． ＭＣｏｒｅ： ａ ｎｏｎ
ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｃｏｒｅ ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ ｈｉｇｈ
ｏｒｄｅｒ ｆｉｎｉｔｅｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ，２０１２，
２３１（１５）：５０７８５１０８．

［８４］ＹＡＢＥ Ｔ，ＡＯＫＩ Ｔ． Ａ ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ｓｏｌｖｅｒ ｆｏｒ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｂｙ ｃｕｂｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ Ｉ． Ｏｎｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｏｌｖｅｒ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ Ｃｏｍｍｕｎ，１９９１，
６６（２ ／ ３）：２１９２３２．

［８５］ＹＡＢＥ Ｔ，ＴＡＮＡＫＡ Ｒ，ＮＡＫＡＭＵＲＡ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ａｎ
ｅｘａｃｔｌｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｓｅｍｉＬａｇｒａｎｇｉａｎ ｓｃｈｅｍｅ （ＣＩＰＣＳＬ）

ｉｎ ｏｎｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ［Ｊ］． Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，２００１，１２９（２）：
３３２３４４．

［８６］ＸＩＡＯ Ｆ． Ｕｎｉｆｉｅｄ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ａｎｄ
ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｍｕｌｔｉｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｍｏｍｅｎｔｓ Ｉ：
ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｉｎｖｉｓｃｉｄ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ
Ｐｈｙｓ，２００４，１９５（２）：６２９６５４．

［８７］ＸＩＡＯ Ｆ， ＡＫＯＨ Ｒ， ＩＩ Ｓ． Ｕｎｉｆｉｅｄ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ａｎｄ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｍｕｌｔｉ
ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｍｏｍｅｎｔｓ ＩＩ： ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｖｅｒｓｉｏｎ ｆｏｒ
ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ａｎｄ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ
Ｐｈｙｓ，２００６，２１３（１）：３１５６．

［８８］ＺＨＡＮＧ Ｍ Ｐ， ＳＨＵ Ｃ Ｗ． Ａｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｎｄ ａ
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ｓｐｅｃｔｒａｌ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔ Ｆｌｕｉｄｓ，２００５，
３４（４ ／ ５）：５８１５９２．

［８９］ＬＩ Ｘ Ｌ，ＣＨＥＮ Ｄ Ｈ，ＰＥＮＧ Ｘ Ｄ，ｅｔ ａｌ． Ａ ｍｕｌｔｉｍｏｍｅｎｔ
ｆｉｎｉｔｅｖｏｌｕｍｅ ｓｈａｌｌｏｗｗａｔｅｒ ｍｏｄｅｌ ｏｎ ｔｈｅ ＹｉｎＹａｎｇ
ｏｖｅｒｓｅｔ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｇｒｉｄ［Ｊ］． Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，２００８，１３６（８）：
３０６６３０８６．

［９０］ＩＩ Ｓ，ＸＩＡＯ Ｆ． Ａ ｇｌｏｂａｌ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｍｏｄｅｌ ｕｓｉｎｇ ｈｉｇｈ
ｏｒｄｅｒ ｍｕｌｔｉｍｏｍｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ
ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌ ｇｒｉｄ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ，２０１０，２２９（５）：
１７７４１７９６．

［９１］ＣＨＥＮ Ｃ Ｇ，ＢＩＮ Ｊ Ｚ，ＸＩＡＯ Ｆ． Ａ ｇｌｏｂａｌ ｍｕｌｔｉｍｏｍｅｎｔ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｆｉｎｉｔｅｖｏｌｕｍｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ
ｏｎ ｔｈｅ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｇｅｏｄｅｓｉｃ ｇｒｉｄ［Ｊ］． Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，２０１１，
１４０（３）：９４１９５５．

［９２］ＫＡＧＥＹＡＭＡ Ａ，ＳＡＴＯ Ｔ．“ＹｉｎＹａｎｇ ｇｒｉｄ”：ａｎ ｏｖｅｒｓｅｔ ｇｒｉｄ
ｉｎ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ［Ｊ］． Ｇｅｏｃｈｅｍ，Ｇｅｏｐｈｙｓ，Ｇｅｏｓｙｓｔ，
２００４，５（９）：Ｑ０９００５． ＤＯＩ：１０．１０２９／ ２００４ＧＣ０００７３４．

［９３］ＰＥＮＧ Ｘ Ｄ，ＸＩＡＯ Ｆ，ＴＡＫＡＨＡＳＨＩ Ｋ． Ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｏｒ ａ ｑｕａｓｉｕｎｉｆｏｒｍ ｏｖｅｒｓｅｔ ｇｒｉｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｅ
［Ｊ］． Ｑｕａｒｔ Ｊ Ｒｏｙ Ｍｅｔｅｏｒ Ｓｏｃ，２００６，１３２（６１６）：９７９９９６．

［９４］ＳＡＤＯＵＲＮＹ Ｒ． Ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｑｕａｓｉ
ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｇｒｉｄｓ ［Ｊ］． Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，１９７２，
１００（２）：１３６１４４．

［９５］ＲＡＮＣˇ ＩＣ＇ Ｍ，ＰＵＲＳＥＲ Ｒ Ｊ，ＭＥＳＩＮＧＥＲ Ｆ． Ａ ｇｌｏｂａｌ
ｓｈａｌｌｏｗｗａｔｅｒ ｍｏｄｅｌ ｕｓｉｎｇ ａｎ ｅｘｐａｎｄｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｃｕｂｅ：
ｇｎｏｍｏｎｉｃ ｖｅｒｓｕｓ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ［Ｊ］． Ｑｕａｒｔ Ｊ Ｒｏｙ
Ｍｅｔｅｏｒ Ｓｏｃ，１９９６，１２２（５３２）：９５９９８２．

［９６］ＳＡＤＯＵＲＮＹ Ｒ，ＡＲＡＫＡＷＡ Ａ，ＭＩＮＴＺ Ｙ． Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｎｏｎｄｉｖｅｒｇｅｎｔ ｂａｒｏｔｒｏｐｉｃ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ａｎ
ｉｃｏｓａｈｅｄｒａｌｈｅｘａｇｏｎａｌ ｇｒｉｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｅ［Ｊ］． Ｍｏｎ Ｗｅａ
Ｒｅｖ，１９６８，９６（６）：３５１３５６．

［９７］ＨＯＲＴＡＬ Ｍ，ＳＩＭＭＯＮＳ Ａ． Ｕｓｅ ｏｆ ｒｅｄｕｃｅｄ Ｇａｕｓｓｉａｎ
ｇｒｉｄｓ ｉｎ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｏｄｅｌｓ ［Ｊ］． Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，１９９１，
１１９（４）：１０５７１０７４．
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［９８］ＳＴＡＮＩＦＯＲＴＨ Ａ，ＴＨＵＢＵＲＮ Ｊ． Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｇｒｉｄｓ ｆｏｒ
ｇｌｏｂａｌ ｗｅａｔｈｅｒ ａｎｄ ｃｌｉｍａｔｅ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ：ａ ｒｅｖｉｅｗ
［Ｊ］． Ｑｕａｒｔ Ｊ Ｒｏｙ Ｍｅｔｅｏｒ Ｓｏｃ，２０１２，１３８（６６２）：１２６．

［９９］ＵＬＬＲＩＣＨ Ｐ Ａ， ＪＡＢＬＯＮＯＷＳＫＩ Ｃ，ＶＡＮ ＬＥＥＲ Ｂ．
Ｈｉｇｈｏｒｄｅｒ ｆｉｎｉｔｅｖｏｌｕｍｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈａｌｌｏｗｗａｔｅｒ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｅ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ，２０１０，
２２９（１７）：６１０４６１３４．

［１００］ＱＡＤＤＯＵＲＩ Ａ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｈａｌｌｏｗｗａｔｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ
ＹｉｎＹａｎｇ ｇｒｉｄ［Ｊ］． Ｑｕａｒｔ Ｊ Ｒｏｙ Ｍｅｔｅｏｒ Ｓｏｃ，２０１１，
１３７（６５６）：８１０８１８．

［１０１］ＺＥＲＲＯＵＫＡＴ Ｍ，ＡＬＬＥＮ Ｔ． Ｏｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｌｌｉｐｔｉｃ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｎ ｏｖｅｒｓｅｔ ／ ＹｉｎＹａｎｇ ｇｒｉｄｓ［Ｊ］． Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，
２０１２，１４０（８）：２７５６２７６７．

［１０２］ＨＡＬＬ Ｄ Ｍ， ＮＡＩＲ Ｒ Ｄ． Ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ
ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ＹｉｎＹａｎｇ ｏｖｅｒｓｅｔ ｍｅｓｈ［Ｊ］．
Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，２０１３，１４１（１）：２６４２８２．

［１０３］ＳＭＯＬＡＲＫＩＥＷＩＣＺ Ｐ Ｋ， ＳＺＭＥＬＴＥＲ Ｊ， ＸＩＡＯ Ｆ．
Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａｌｌｓｃａｌｅ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｎ
ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｍｅｓｈｅｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ，２０１６，３２２：
２６７２８７．

［１０４］ＤＡＶＩＥＳ Ｔ，ＣＵＬＬＥＮ Ｍ Ｊ Ｐ，ＭＡＬＣＯＬＭ Ａ Ｊ，ｅｔ ａｌ． Ａ
ｎｅｗ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｃｏｒｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｍｅｔ Ｏｆｆｉｃｅｓ ｇｌｏｂａｌ ａｎｄ
ｒｅｇｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅ［Ｊ］． Ｑｕａｒｔ Ｊ Ｒｏｙ
Ｍｅｔｅｏｒ Ｓｏｃ，２００５，１３１（６０８）：１７５９１７８２．

［１０５］ＳＫＡＭＡＲＯＣＫ Ｗ Ｃ，ＫＬＥＭＰ Ｊ Ｂ． Ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｉｍｅ
ｓｐｌｉｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ａｎｄ ｔｈｅ
ｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ｅｌａｓｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｍｏｎ Ｗｅａ Ｒｅｖ，
１９９２，１２０（９）：２１０９２１２７．

［１０６］ＳＫＡＭＡＲＯＣＫ Ｗ Ｃ， ＫＬＥＭＰ Ｊ Ｂ． Ａ ｔｉｍｅｓｐｌｉｔ

ｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ ａｔｍｏｓｐｈｅｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｗｅａｔｈｅｒ ｒｅｓｅａｒｃｈ
ａｎｄ ｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓ，２００８，
２２７（７）：３４６５３４８５．
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