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摘　 要　 以一阶近似地转效应的浅水方程为基础ꎬ通过多尺度和摄动近似的方法ꎬ分析低纬海气耦

合系统的非线性开尔文(Ｋｅｌｖｉｎ)波和罗斯贝(Ｒｏｓｓｂｙ)波的相互作用ꎮ 研究结果表明:(１)在没有风

应力作用时ꎬ耦合波振幅较小ꎬＫｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的振幅呈准周期变化ꎬ这种准周期变化是两种

类型波各自的扭结效应和二者的非线性效应共同作用的结果ꎮ (２)在有风应力作用时ꎬＫｅｌｖｉｎ 波呈

准周期振荡ꎬＲｏｓｓｂｙ 波呈非周期振荡ꎬ这种准周期与非周期振荡的叠加效应体现了厄尔尼诺-南方

涛动(Ｅｌ Ｎｉñｏ￣Ｓｏｕｔｈｅｒｎ ＯｓｃｉｌｌａｔｉｏｎꎬＥＮＳＯ)周期性不强的准周期振荡特征ꎮ (３)在 ＥＮＳＯ 运动中ꎬ
Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波一直存在ꎬ由于相互的非线性作用ꎬ二者在不同阶段体现出不同的状态ꎬ总体

为:蛰伏(酝酿)→增长→衰减→蛰伏(酝酿)ꎮ
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０　 引言

厄 尔 尼 诺 - 南 方 涛 动 ( Ｅｌ Ｎｉñｏ￣Ｓｏｕｔｈｅｒｎ
ＯｓｃｉｌｌａｔｉｏｎꎬＥＮＳＯ)事件是指发生在热带东太平洋海

面温度(ｓｅａ ｓｕｒｆａｃｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅꎬ ＳＳＴ)持续异常升高

或降低的现象ꎬ是影响全球的连续但不规则的大气和

海洋循环变化的一种现象ꎮ 虽然 ＥＮＳＯ 发生在热带ꎬ
但其对全球天气的深远影响是不争的事实ꎮ 热带海

洋和全球大气 ( Ｔｒｏｐｉｃａｌ Ｏｃｅａｎ￣Ｇｌｏｂａｌ Ａｔｍｏｓｐｈｅｒｅꎬ
ＴＯＧＡ)研究计划的十年间ꎬＥＮＳＯ 研究取得了长足的

进展ꎬ关于 ＥＮＳＯ 的机制和不规则性有了丰富的理论

解释ꎬ更有意义的是在此期间发展了各种复杂程度不

一的数值模式来模拟并预测 ＥＮＳＯꎮ 然而ꎬ２０ 世纪 ９０
年代以来ꎬ厄尔尼诺事件异常发生、发展导致对 ＥＮＳＯ
预报技巧的降低ꎬ引起学术界对已有的 ＥＮＳＯ 理论及

其预测可信度的争议ꎮ 这说明加深对海气相互作用

物理机制的认识ꎬ寻找 ＥＮＳＯ 的不规则性原因仍是具

有重要意义的课题ꎮ
２０ 世纪 ６０ 年代ꎬＢｊｅｒｋｎｅｓ[１] 指出ꎬ海洋中的厄尔

尼诺和南方涛动现象ꎬ是热带大尺度海气相互作用的

一种表现ꎬ并通过沃克 (Ｗａｌｋｅｒ) 环流和哈得来

(Ｈａｄｌｅｙ)环流的调整来阐述 ＥＮＳＯ 循环的物理机制ꎬ
开启了将热带海洋和全球大气作为一个耦合系统来

研究的先河ꎮ ＭｃＣｒｅａｒｙ 等[２]在 Ｗａｌｋｅｒ 环流和 Ｈａｄｌｅｙ
环流调整的基础上ꎬ结合暖性(冷性)开尔文(Ｋｅｌｖｉｎ)
波的东传和暖性(冷性)罗斯贝(Ｒｏｓｓｂｙ)波的西传提

出了 ＥＮＳＯ 循环的物理机制ꎮ Ｓｃｈｏｐｆ 等[３] 则利用热

带海气耦合模式的计算结果ꎬ该模式通过赤道中太平

洋的不稳定海气相互作用调整 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波

的冷暖特征来影响 ＳＳＴ 的变化ꎬ给出了一种令人信服

的 ＥＮＳＯ 循环的物理机制ꎮ 上述研究主要集中在热

带海气相互作用的不稳定理论上ꎬ其主要途径包括对

热带海气耦合赤道波的稳定性(线性稳定性和弱非线

性)分析和非线性简化模式的模拟ꎬ这些结果通过热

带海洋-大气间反馈机制可以产生不稳定的模态ꎬ并
且输出类似 ＥＮＳＯ 的不规则时间序列ꎮ 除了不稳定

理论外ꎬ值得指出的是ꎬＳｕａｒｅｚ 等[４] 使用一种比较另

类的模式即时滞振子方程也可以较好地再现 ＥＮＳＯ
循环的基本过程ꎮ 但其赖以建立的物理基础远不如

直接由两种地球流体的运动及相互作用出发的经典

方法坚实、明确ꎮ 总体而言ꎬ上述的研究深化了对

ＥＮＳＯ 现象的认识ꎬ包括 ＥＮＳＯ 产生的物理机制及不

规则性ꎮ 但这些研究更多的是采用数值计算ꎬ对于热

带海气耦合系统如何作用、不规则性是怎样产生的ꎬ
缺乏详细的动力分析ꎮ

除了 ＥＮＳＯ 自身循环的自激振荡外ꎬ外场环境

对其发展也具有影响ꎮ 李崇银[５] 指出大气季节内

振荡对厄尔尼诺的激发作用ꎮ 黄荣辉等[６] 提出

ＥＮＳＯ 循环可能是亚洲季风区与 Ｈａｄｌｅｙ 环流区之间

存在的低频振荡的产物ꎬ并进一步指出了赤道附近

西风异常是 ＥＮＳＯ 发生的必要条件ꎮ 李崇银等[７]分

析东亚大气环流与 ＥＮＳＯ 相互影响时指出ꎬ在厄尔

尼诺年夏季ꎬ由于遥相关机制ꎬ东亚及西太平洋中纬

度地区出现地面气压及高度场负距平ꎬ西太平洋副

热带高压位置持续偏南ꎬ而拉尼娜(Ｌａ Ｎｉñａ)年副热

带高压则偏北ꎮ 张人禾等[８] 概述了副热带太平洋

海气异常影响 ＥＮＳＯ 研究方面的科学背景及研究进

展ꎬ综述了前人提出的副热带太平洋大气海洋异常

通过经向风应力以及北太平洋和南太平洋经向模

态ꎬ影响 ＥＮＳＯ 发展演变的途径及相关物理机制ꎮ
李晓惠等[９] 用经验正交函数分析法以及小波分析

方法研究西太平洋暖池与 ＥＮＳＯ 循环过程之间的作

用机制ꎮ 张萍等[１０] 从南海降水异常的角度探讨了

在 ＥＮＳＯ 期间ꎬＷａｌｋｅｒ 环流异常对南海海面温度异

常(ＳＳＴ ａｎｏｍａｌｙꎬＳＳＴＡ)的影响过程ꎮ 林婷婷等[１１]

研究了 ＥＮＳＯ 与南海 ＳＳＴ 关系的年代际变化ꎮ 薛德

强等[１２]分析了两类厄尔尼诺事件期间的 ＳＳＴ 异常ꎬ
发现东部型和中部型厄尔尼诺期间海洋和大气加热

场不是赤道对称ꎬ赤道以南热源强度大于赤道以北ꎮ
观测事实[１３－１４] 表明ꎬＥＮＳＯ 现象的基本特征之

一是其准周期性ꎬ因此ꎬ不应将 ＥＮＳＯ 看作是孤立

的、偶尔发生的事件ꎬ而应该看作是连续的准周期循

环ꎮ 文中将研究这种准周期循环现象的物理机制ꎬ
从而说明 ＥＮＳＯ 现象是热带海气耦合系统中的一种

固有振荡现象ꎮ 关于线性的自由 Ｋｅｌｖｉｎ 波和自由

Ｒｏｓｓｂｙ 波的存在性ꎬＭａｔｓｕｎｏ[１５] 已经做了深入的研

究ꎮ 对于海气耦合系统而言ꎬ还需要解决海气的耦

合可行性、耦合波的相互作用和非线性效应以及海

气的相互作用(热力和风应力)对耦合波的影响等

问题ꎮ Ｄｏｍａｒａｃｋｉ 等[１６]从能量的角度分析 Ｋｅｌｖｉｎ 波

和自由 Ｒｏｓｓｂｙ 波的非线性特征ꎬ但要深入地认识

ＥＮＳＯ 的振荡特征ꎬ还需要从海气流场结构的演变
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来进一步分析ꎮ
为此ꎬ通过海气耦合系统的 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ

波的相互作用来研究 ＥＮＳＯ 循环的物理机制ꎮ 首

先ꎬ从尺度分析的角度研究海气耦合的可行性ꎬ并得

到无量纲的海气耦合方程ꎻ其次ꎬ结合多尺度分析和

摄动近似ꎬ对无量纲的海气耦合模式进行简化ꎬ得到

大气和海洋 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波波幅的准周期变

化特征ꎻ最后ꎬ结合两者的经向结构ꎬ分析 ＥＮＳＯ 循

环的物理机制ꎮ

１　 赤道海气耦合方程

Ｃｈａｏ 等[１７] 对热带海洋和大气的尺度分析认

为ꎬ虽然大气运动的变化比海洋的运动快得多ꎬ大气

的经圈尺度比海洋的经圈尺度大得多ꎬ但是海洋以

其时间尺度加热于大气经圈尺度上的大气运动ꎬ而
大气以其时间尺度作用于海洋经圈尺度上的海洋运

动ꎬ这样的加热和风应力作用是一致的ꎬ因此热带海

洋和大气的耦合是协调的ꎮ
下面ꎬ通过近似地转效应的浅水方程来分析热

带海气耦合系统的非线性 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的

运动情况ꎮ
海洋浅水波模式如下ꎮ

∂
∂ｔ

＋ｕｓ
∂
∂ｘ

＋ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｓ－βｙｖｓ ＝ －

∂Øｓ

∂ｘ
＋τｘ

∂
∂ｔ

＋ｕｓ
∂
∂ｘ

＋ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖｓ＋βｙｕｓ ＝ －

∂Øｓ

∂ｙ
∂
∂ｔ

＋ｕｓ
∂
∂ｘ

＋ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷Øｓ＋Ｃｓ

２ ∂ｕｓ

∂ｘ
＋
∂ｖｓ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(１)

其中:ｔ 为时间ꎻｕｓ 为海洋纬向速度ꎻｖｓ 为海洋经向速

度ꎻｘ 为纬向距离ꎻｙ 为经向距离ꎻØｓ ＝
ｐｓ

ρｓ

＝ｇｈｓꎬｐｓ 为相

对于海洋的压力偏差ꎬρｓ 为海洋密度ꎬｈｓ 为海洋斜温层

深度ꎻτｘ 为洋面风应力ꎻＣｓ ＝ ｇＨｓ ꎬ为海洋重力内波波

速ꎬ约为 １００ ｍｓ－１ꎻβ 为 Ｒｏｓｓｂｙ 参数ꎬ约为１０－１１ ｓ－１ｍ－１ꎮ
房佳蓓等[１８]的研究结果表明ꎬ纬向风应力在海

气耦合中起绝对主导作用ꎬ所以在研究热带太平洋

海气耦合动力学对 ＥＮＳＯ 不稳定发展的贡献时ꎬ采
用忽略经向风应力作用的近似是合理可行的ꎮ 为

此ꎬ在海洋浅水波模式中ꎬ仅考虑纬向风应力ꎬ而忽

略经向风应力ꎮ
大气线性模式如下ꎮ

∂ｕａ

∂ｔ
－βｙｖａ ＝ －

∂Øａ

∂ｘ

βｙｕａ ＝ －
∂Øａ

∂ｙ

Ｃａ
２ ∂ｕａ

∂ｘ
＋
∂ｖａ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｑ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２)

其中:ｕａ 为大气纬向速度ꎻｖａ 为大气经向速度ꎻØａ ＝
ｐａ

ρａ

ꎬｐａ 为相对于大气的气压偏差ꎬρａ 为大气密度ꎻ

Ｃａ ＝ ｇＨａ ꎬ为大气重力内波波速ꎬ约为 １０２ ｍｓ－１ꎻＱ
为海洋对大气的热源强迫ꎮ

根据 Ｂｊｅｒｋｎｅｓ[１] 关于 Ｗａｌｋｅｒ 环流调整阐述

ＥＮＳＯ 循环的物理机制的假设ꎬ这里的海洋浅水模

式主要考虑了纬向风应力ꎬ而略去经向风应力ꎮ 由

于 Ｐｈｉｌａｎｄｅｒ 等[１３]考虑海洋斜温层深度的变化影响

ＳＳＴꎬ后者再加热给大气ꎬ因此ꎬ可设大气热源和海

洋斜温层深度成正比ꎬ即
Ｑ＝λØｓ (３)

再设洋面的风应力与大气风速成正比ꎬ即
τｘ ＝ ｒｕａ (４)

其中:λ＝１０－２ ｓ－１ꎬ为热源加热系数ꎻｒ＝ ５×１０－７ ｓ－１ꎬ为
风应力系数ꎮ 假定风应力为定常ꎬ则根据大气线性模

式ꎬ可知 Ｃａ
２∂ｕａ

∂ｘ
＝２λØｓ ＋λｙ

∂Øｓ

∂ｙ
ꎮ 由此ꎬ可得简化的耦

合模式如下ꎮ

∂
∂ｔ

＋ ｕｓ
∂
∂ｘ

＋ ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｓ － βｙｖｓ ＝ －

∂Øｓ

∂ｘ
＋ ｒλ
Ｃａ

２∫０
Ｌｓ

２Øｓ ＋ ｙ
∂Øｓ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

βｙｕｓ ＝ －
∂Øｓ

∂ｙ
∂
∂ｔ

＋ ｕｓ
∂
∂ｘ

＋ ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Øｓ ＋ Ｃｓ

２ ∂ｕｓ

∂ｘ
＋

∂ｖｓ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(５)

１０１



海 　 洋　 气　 象　 学　 报 第 ４５ 卷

　 　 对上述方程进行无量纲分析ꎬ令

　 　 　
(ｕａꎬｖａ) ~Ｏ(Ｕａ)(ｕ′ａꎬｖ′ａ)ꎬ ( ｔ) ~Ｏ(１ / βＬａ) ｔ′ꎬ(ｘꎬｙ) ~Ｏ(Ｌａ)(ｘ′ꎬｙ′)ꎬ (Øａ) ~Ｏ(βＬａ

２Ｕａ)Ø′ａ
(ｕｓꎬｖｓ) ~Ｏ(Ｕｓ)(ｕ′ｓꎬｖ′ｓ)ꎬ ( ｔ) ~Ｏ(１ / βＬｓ) ｔ′ꎬ(ｘꎬｙ) ~Ｏ(Ｌｓ)(ｘ′ꎬｙ′)ꎬ (Øｓ) ~Ｏ(βＬｓ

２Ｕｓ)Ø′ｓ
(６)

其中:Ｏ 表示函数阶数ꎻＬａ ＝ ｇＨａ / β( )
１
２ ꎬＬａ≈１０７ ｍꎻ

Ｌｓ ＝ ｇＨｓ / β( )
１
２ ꎬＬｓ≈１０６ ｍꎻ系数 ｒ′、λ′、Ｃ′ａ、Ｃ′ｓ为无

量纲量ꎮ 将公式(６)带入到公式(５)ꎬ并略去“ ′”ꎬ

得到耦合模式的无量纲方程ꎮ

∂ｕｓ

∂ｔ
＋ ε ｕｓ

∂
∂ｘ

＋ ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｓ － ｙｖｓ ＝ －

∂Øｓ

∂ｘ
＋ εκ ∫

０

Ｌｓ
２Øｓ ＋ ｙ

∂Øｓ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

∂ｖｓ
∂ｔ

＋ ε ｕｓ
∂
∂ｘ

＋ ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖｓ ＋ ｙｕｓ ＝ －

∂Øｓ

∂ｙ
∂Øｓ

∂ｔ
＋ ε ｕｓ

∂
∂ｘ

＋ ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Øｓ ＋

∂ｕｓ

∂ｘ
＋

∂ｖｓ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(７)

其中: ε ＝ Ｕｓ / βＬｓ
２ꎻ κ ＝ １０１２ ×

ｒλβＬｓ
２

２ＵＣａ
２
ꎻ 如 果 Ｕａ ＝

１０ ｍｓ－１ꎬＵｓ ＝ ３ ｍｓ－１ꎬｇ＝ １０ ｍｓ－２ꎬＨａ ＝ １０４ ｍꎬＨｓ ＝

１０－１ ｍꎬ则 ε~Ｏ(１０－２)ꎮ
假设赤道太平洋范围为－Ｒ≤ｙ≤Ｒꎬ０≤ｘ≤Ｄꎬ其

中 Ｒ＝ ４ ５００ ｋｍꎬＤ ＝ １０ ０００ ｋｍꎬ又设耦合模式运动

在该范围关于赤道是对称的ꎮ 由于太平洋西海岸为

非刚性边界ꎬ在此研究中ꎬ考虑通道流ꎬ对应的耦合

模式非刚性边界条件如下ꎮ
∂ｕｓ

∂ｙ
＝
∂Øｓ

∂ｙ
＝ ｖｓ ＝ ０ꎬ ｙ＝ ±Ｒ (８)

下面ꎬ根据公式(７)和边界条件(８)ꎬ分析耦合

模式的 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的运动ꎬ在此基础上ꎬ
讨论 ＥＮＳＯ 准周期运动的物理机制ꎮ

２　 非线性赤道海气耦合Ｋｅｌｖｉｎ波与Ｒｏｓｓｂｙ波

将赤道海气耦合运动做如此分解:海洋运动为

具有水平切变的基本流和扰动流(大气运动不分

解ꎬ直接通过线性模式求解)ꎮ

ｕｓ ＝Ｕｓ(ｙ)＋ｕ′ｓꎬ ｖｓ ＝ ｖ′ｓꎬ Øｓ ＝Φｓ(ｙ)＋Ø′ｓ (９)

其中:Ｕｓ(ｙ)、Φｓ(ｙ)为基本流场ꎬｕ′ｓ、ｖ′ｓ、Ø′ｓ为扰动流

场ꎮ 考虑到经向上的地转平衡近似

∂
∂ｔ

＋ εＵｓ
∂
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｓ ＋ ε ｕｓ

∂
∂ｘ

＋ ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｓ － ｙ － ε

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｖｓ ＝ －

∂Øｓ

∂ｘ
＋ εκ ∫

０

Ｌｓ
２(Φｓ ＋ Øｓ) ＋ ｙ

∂(Φｓ ＋ Øｓ)
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

ｙｕｓ ＋
∂Øｓ

∂ｙ
＝ ０

∂
∂ｔ

＋ εＵｓ
∂
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Øｓ ＋ ε ｕｓ

∂
∂ｘ

＋ ｖｓ
∂
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Øｓ ＋ ε

ｄΦｓ

ｄｙ
ｖｓ ＋

∂ｕｓ

∂ｘ
＋
∂ｖｓ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(１０)

　 　 扰动流场的边界条件为

ｕｓ ＝Øｓ ＝ ｖｓ ＝ ０ꎬ ｙ＝ ±Ｒ (１１)
由于 ＥＮＳＯ 属于年际变化ꎬ其过程既包含了快

运动ꎬ又包含了慢运动ꎮ 因此ꎬ对公式(１０)中的小

参数 ε(０<ε≪１)ꎬ采用多重尺度分析法ꎬ引入缓变

的时间与空间变量:

τ＝εｔ

ξ＝εｘ{ 　
Ｔ＝ε２ ｔ

Ｘ＝ε２ｘ{ (１２)

且在 ｙ 方向上仍为快变的ꎬ则

∂
∂ｔ →ε ∂

∂τ
＋ε２ ∂

∂Ｔ
ꎬ　 ∂

∂ｘ →ε ∂
∂ξ

＋ε２ ∂
∂Ｘ

(１３)
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将扰动函数展开为

ｕｓ ＝ｕｓ０＋εｕｓ１＋ε２ｕｓ２＋

ｖｓ ＝ ｖｓ０＋εｖｓ１＋ε２ｖｓ２＋

Øｓ ＝Øｓ０＋εØｓ１＋ε２Øｓ２＋

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１４)

将公式(１２)、(１３)和(１４)带入到公式(１０)中ꎬ得到

关于 Øｓ 的 ε－各阶问题ꎮ

Ｏ(ε０)阶问题:

∂ｕｓ０

∂ｔ
＋
∂Øｓ０

∂ｘ
－ｙｖｓ０ ＝ ０

ｙｕｓ０＋
∂Øｓ０

∂ｙ
＝ ０

∂Øｓ０

∂ｔ
＋

∂ｕｓ０

∂ｘ
＋
∂ｖｓ０
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(１５)

可以看出ꎬ Ｏ ( ε０ ) 阶问题即为线性模式ꎮ 根据

Ｍａｔｓｕｎｏ[１５]的研究ꎬ线性低纬大气方程可以激发出

东行的 Ｋｅｌｖｉｎ 波和西行的 Ｒｏｓｓｂｙ 波ꎮ 因此可以设

Øｓ０ ＝Øｓ０１＋Øｓ０２ (１６)

其中:Øｓ０１ ＝Ａ１(τꎬＴꎬξꎬＸ)Ø１
(０)(ｙ)ｅｉｋ(ｘ－ｃ１ｔ) ＋Ｃ.ＣꎬØｓ０２ ＝

Ａ２(τꎬＴꎬξꎬＸ)Ø２
(０)(ｙ) ｅｉｋ(ｘ－ｃ２ｔ) ＋Ｃ.Ｃꎻｃ１ 和 ｃ２ 分别代

表 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的波速( ｃｇ ＝ ｇＨｓ )ꎬ ｃ１ ＝

１
２(ｋ２＋２ｎ＋１)

－ ３
８ (ｋ２＋２ｎ＋１) １ / ２ꎬ ｃ２ ＝ － １

ｋ２＋２ｎ＋１
ꎬ ｋ 为

Ｒｏｓｓｂｙ 波和 Ｋｅｌｖｉｎ 波的波数ꎬｎ 为简谐振子的特征

值ꎻＡ ｊ( ｊ＝ １ꎬ２)分别代表 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的扰

动流场振幅ꎬ为缓变量函数ꎬ由高阶问题决定ꎻ

Ø(０)
ｊ (ｙ)( ｊ＝ １ꎬ２)则决定了波的经向结构ꎻＣ.Ｃ为前

项的共轭ꎮ

简化方程(１５)ꎬ得到关于 Øｓ０的方程ꎮ

Ｌ(Øｓ０)＝ ０ (１７)

其中:Ｌ＝ ∂
∂ｔ

Ｉ＋ ２
ｙ３

∂
∂ｙ

－ １
ｙ２

∂２

∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

ｙ２

∂
∂ｘ

ꎮ 将解形式

(１６)带入到方程(１７)中ꎬ得到经向结构满足条件:

ｄ２φ(０)
ｊ

ｄｙ２ － ２
ｙ

ｄφ(０)
ｊ

ｄｙ
－ １

ｃｊ
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(０)

ｊ ＝ ０ (１８)

根据扰动流场的边界条件(１１)ꎬ可以认为

φ(０)
ｊ (ｙ) ｙ→±¥→０ (１９)

此时ꎬ方程(１８)在边界条件(１９)下的解为

　 φ(０)
ｊ ＝ １

２
(ω ｊ－ｋ)ψｎ＋１－ｎ(ω ｊ＋ｋ)ψｎ－１ꎬ ｊ＝ １ꎬ２ (２０)

其中:ψｎ ＝ ｅ－ １
２ ｙ

２Ｈｎ( ｙ)ꎬ为薛定谔(Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ)简谐

运动方程的解形式ꎬＨｎ(ｙ)为埃尔米特(Ｈｅｒｍｉｔｅ)多

项式ꎻω ｊ ＝ ｋｃｊ( ｊ＝ １ꎬ２)ꎮ

Ｏ(ε１)阶问题:

∂ｕｓ１

∂ｔ
＋
∂Øｓ１

∂ｘ
－ｙｖｓ１ ＝Ｆ１

ｙｕｓ１＋
∂Øｓ１

∂ｙ
＝ ０

∂Øｓ１

∂ｔ
＋
∂ｕｓ１

∂ｘ
＋

∂ｖｓ１
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｆ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(２１)

其中

Ｆ１ ＝－

∂ｕｓ０

∂τ
＋
∂Øｓ０

∂ξ
＋ｕｓ０

∂ｕｓ０

∂ｘ
＋Ｕｓ

∂ｕｓ０

∂ｘ
＋ｖｓ０

∂ｕｓ０

∂ｙ
＋
ｄＵｓ

ｄｙ
ｖｓ０＋

κ ∫
０

ｘ

２(Φｓ＋Øｓ)＋ｙ
∂(Φｓ＋Øｓ)

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

Ｆ２ ＝－
∂Øｓ０

∂τ
＋
∂ｕｓ０

∂ξ
－ｙＵｓｖｓ０＋ｕｓ０

∂Øｓ０

∂ｘ
＋Ｕｓ

∂Øｓ０

∂ｘ
＋ｖｓ０

∂Øｓ０

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

通过公式(１５)ꎬ将 Ｏ(ε１)阶问题化为关于海洋偏差的

一阶近似 Ø１ 的方程

Ｌ(Ø１)＝ Ｆ＝Ｆ２＋
∂
∂ｙ

１
ｙ
Ｆ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２２)

将公式(１６)带入到公式(２２)ꎬ并考虑到公式(２０)ꎬ得到

Ｌ(Ø１)＝ －∑
２

ｊ＝１
ｅｉｋ(ｘ－ｃｊｔ) ｆ１ｊ－∑

２

ｊ＝１
ｉｋＡ２

ｊ ｅ２ｉｋ(ｘ－ｃｊｔ) ｆ２ｊ－

ｉｋＡ１Ａ２ｅｉｋ[２ｘ－(ｃ１＋ｃ２)ｔ] ｆ３－ｉｋＡ１
Ａ２ｅ

－(ｃ１－ｃ２)ｔ ｆ４－

ｉｋＡ１Ａ２ｅ(ｃ１－ｃ２)ｔ ｆ５－
κ
ｉｋ
Ａ１ｅｉｋ(－ｃ１)ｔ ｆ６－

κ
ｉｋ
Ａ２ｅｉｋ(－ｃ２)ｔ ｆ７－

(２３)

κ ２ｘ
ｙ２Φｓ＋κ

２ｘ
ｙ

ｄΦｓ

ｄｙ
－κｘ

ｄ２Φｓ

ｄｙ２ ＋Ｃ.Ｃ

ｆ１ｊ、ｆ２ｊ、ｆ３、ｆ４、ｆ５、ｆ６、ｆ７ 的表达式见附录 Ａꎮ 由于 Ｌ 是

线性算子ꎬ且具有形如行波解形式∑
２

ｊ＝１
Ｂ ｊｅｉｋ(ｘ－ｃｊｔ)ꎬ对于

其非齐次方程(２３)的右边ꎬ不能存在含有 ｅｉｋ(ｘ－ｃｊｔ)

( ｊ＝ １ꎬ２)的项[如果有ꎬ方程(２３)特解中将会存在含

有形如 ｔｅｉｋ(ｘ－ｃｊｔ) ( ｊ＝ １ꎬ２)的项]ꎮ 因此ꎬ为了消除久

期项ꎬ则必须满足条件 ｆ１ｊ ＝ ０ꎬ即

３０１
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１
ｙ２φ

(０)
ｊ ＋ １

ｙ
ｄφ(０)

ｊ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ａ ｊ

∂ξ
－ φ(０)

ｊ ＋ ２
ｙ３

ｄφ(０)
ｊ

ｄｙ
－ １
ｙ２

ｄ２φ(０)
ｊ

ｄｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ａ ｊ

∂τ
＝ １
ｙ

ｄ２Ｕｓ

ｄｙ２ φ(０)
ｊ ＋ｃｊ

１
ｙ

ｄφ(０)
ｊ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

é

ë

ê
ê

ｃｊ
ｙ２

ｄＵｓ

ｄｙ
ｄ２φ(０)

ｊ

ｄｙ２ － １
ｙ

ｄφ(０)
ｊ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －Ｕｓ ｃｊ

ｄφ(０)
ｊ

ｄｙ
－ １

ｙ
ｄ２φ(０)

ｊ

ｄｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

１
ｋ２

１
ｙ
φ(０)

ｊ －
ｄφ(０)

ｊ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
ｉｋＡ ｊ

(２４)

不妨设

φ１ ＝∑
２

ｊ＝１
Ａｊ

２φｊ
(１)(ｙ)ｅ２ｉｋ(ｘ－ｃｊｔ)＋Ａ１Ａ２φ３

(１)(ｙ)ｅｉｋ[２ｘ－(ｃ１＋ｃ２)ｔ]＋Ａ１
Ａ２φ４

(１)(ｙ)ｅ－ｉｋ(ｃ１－ｃ２)ｔ＋Ａ１Ａ２φ５
(１)(ｙ)ｅｉｋ(ｃ１－ｃ２)ｔ＋

κ
ｉｋ
Ａ１φ６

(１)(ｙ)ｅｉｋ(－ｃ１)ｔ＋ κ
ｉｋ
Ａ２φ７

(１)(ｙ)ｅｉｋ(－ｃ２)ｔ＋κｘ２Φｓ－κｘ２ｙ
ｄΦｓ

ｄｙ
＋κｘｙ２ ｄ

２Φｓ

ｄｙ２ ＋Ｃ.Ｃ

(２５)

为进一步得到关于振幅 Ａ ｊ 的条件ꎬ需进一步考虑

Ｏ(ε２)阶问题ꎮ

Ｏ(ε２)阶问题(由于扰动 Øｓ 也是按 ε 展开的ꎬ

因此强迫项将从两个方面影响 Ｏ(ε２)阶问题):

∂ｕｓ２

∂ｔ
＋
∂Øｓ２

∂ｘ
－ｙｖｓ２ ＝Ｇ１

ｙｕｓ２＋
∂Øｓ２

∂ｙ
＝ ０

∂Øｓ２

∂ｔ
＋

∂ｕｓ２

∂ｘ
＋
∂ｖｓ２
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｇ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(２６)

其中

Ｇ１ ＝－
∂ｕｓ１

∂τ
－ｕｓ０

∂ｕｓ１

∂ｘ
－ｕｓ１

∂ｕｓ０

∂ｘ
－ｖｓ０

∂ｕｓ１

∂ｙ
－ｖｓ１

∂ｕｓ０

∂ｙ
－Ｕｓ

∂ｕｓ１

∂ｘ
－

∂Øｓ１

∂ξ
－

ｄＵｓ

ｄｙ
ｖｓ１ －ｕｓ０

∂ｕｓ０

∂ξ
－

∂ｕｓ０

∂Ｔ
－

∂Øｓ０

∂Ｘ
－κ ∫ｘ

０
Øｓ１ｄｘꎬ

Ｇ２ ＝－
∂ｕｓ１

∂ξ
－ｕｓ０

∂Øｓ１

∂ｘ
－ｕｓ１

∂Øｓ０

∂ｘ
－ｖｓ０

∂Øｓ１

∂ｙ
－ｖｓ１

∂Øｓ０

∂ｙ
－

∂Øｓ１

∂τ
＋ｙＵｓｖｓ１－Ｕｓ

∂Øｓ１

∂ｘ
－ｕｓ０

∂Øｓ０

∂ξ
－
∂Øｓ０

∂Ｔ
－
∂ｕｓ０

∂Ｘ
ꎮ

通过公式(１５)、(２１)ꎬ将 Ｏ(ε２)阶问题化为关于海

洋偏差的二阶近似 Ø２ 的方程

Ｌ(Ø２)＝ Ｇ＝Ｇ２＋
∂
∂ｙ

１
ｙ
Ｇ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２７)

将公式(１６)、(２５)带入公式(２７)ꎬ得到

Ｌ(Ø２)＝
ｙ４

４
φ(１)

１

∂Ａ１

∂Ｘ
－ ｙ２

４
－ｙ

ｄＵｓ

ｄｙ
ｄ２φ(１)

１

ｄｙ２ ＋ ｙ３Ｕｓ－ｙ
ｄ２Ｕｓ

ｄｙ２ ＋３
ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

１

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ａ１

∂τ{ －

ｙ３

４ ｙ３φ(１)
１ －ｙ

ｄ２φ(１)
１

ｄｙ２ ＋２
ｄφ(１)

１

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ａ１

∂Ｔ
＋ｙ

３

４
－ｙ

ｄ２Ｕｓ

ｄｙ２ φ
(１)
１ －ｙ

ｄＵｓ

ｄｙ
ｄφ(１)

１

ｄｙ
＋ ｙ３Ｕｓ＋２

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

１
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ａ１

∂ξ
＋

κ ｘｙ３

４ －ｙ
ｄΦｓ

ｄｙ
＋Φｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ３φ(１)

１

ｄｙ３ ＋ｘｙ
４

４
ｄ３Φｓ

ｄｙ３

ｄφ(１)
１

ｄｙ
－ｘｙ２ －ｙ

ｄΦｓ

ｄｙ
＋Φｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ２φ(１)

１

ｄｙ２

é

ë

ê
ê

－ ｘｙ３

４
ｄ２Φｓ

ｄｙ２

ｄφ(１)
１

ｄｙ
＋

ｘｙ －ｙ
ｄΦｓ

ｄｙ
＋Φｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

１

ｄｙ
ù

û

ú
ú Ａ１＋

ｋｙ
４

ｄ２Ｕｓ

ｄｙ２ ｙＵｓ－２ｃ１
ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

１

ｄｙ
－２ｙ

ｄＵｓ

ｄｙ
φ(１)

１
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

－

κｋｘ２ｙ３

８
ｄ４Φｓ

ｄｙ４ ｙφ(１)
１ ＋ｃ１

ｄφ(１)
１

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

κｘｙ２

４
ｄ３Φｓ

ｄｙ３ －
ｋｃ１ｘｙ
２

ｄ２φ(１)
１

ｄｙ２ ＋ － ｋｘｙ２

２
＋
３ｋｃ１ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

１

ｄｙ
＋ｋｘｙφ(１)

１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｙ －ｙ
ｋｃ１
４

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ｋｙ
４
Ｕｓ

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ２φ(１)

１

ｄｙ２ ＋
κｋｃ１ｘ２ｙ４

８
ｄ２Φｓ

ｄｙ２

ｄφ(１)
１

ｄｙ
＋ｋｙ
４ ｙ３Ｕｓ＋３

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄＵｓ

ｄｙ
φ(１)

１
æ

è
ç ＋

ｋｃ１
ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ｋｙ
４
(ｃ１ｙ２－３)Ｕｓ

ｄＵｓ

ｄｙ
－ ｋｙ４

４
Ｕｓ

２æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

１

ｄｙ
ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
ｉＡ１＋

ｋ(ｃ１－ｃ２)ｙ２

４
ｄ３φ(１)

２

ｄｙ３

ｄφ(１)
５

ｄｙ
é

ë

ê
ê

＋ｙφ(１)
２

ｄφ(１)
５

ｄｙ
＋
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ｋｙ２

４ ｙφ(１)
２ ＋ｃ２

ｄφ(１)
２

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ３φ(１)

５

ｄｙ３ － ５ｋｙ
４

ｄ２φ(１)
２

ｄｙ２ －
ｃ１ｙ
５

ｄ２φ(１)
５

ｄｙ２ ＋ ｃ１－
４ｃ２
５

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

５

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｋｙ２φ(１)

２

ｄ２φ(１)
５

ｄｙ２ －

ｋｙ － ｙ２

４
＋
ｃ１
４
＋ｃ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

２

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ２φ(１)

５

ｄｙ２ ＋ ５ｃ１
４

－
ｃ１ｙ４

４
－ ｙ２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

２

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

５

ｄｙ
ù

û

ú
ú
ｉＡ１ Ａ２

２} ｅｉｋ(ｘ－ｃ１ｔ) ＋

ｙ４

４
φ(１)

２

∂Ａ２

∂Ｘ
－ ｙ２

４
－ｙ

ｄＵｓ

ｄｙ
ｄ２φ(１)

２

ｄｙ２ ＋ ｙ３Ｕｓ－ｙ
ｄ２Ｕｓ

ｄｙ２ ＋３
ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

２

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ａ２

∂τ{ －

ｙ３

４ ｙ３φ(１)
２ －ｙ

ｄ２φ(１)
２

ｄｙ２ ＋２
ｄφ(１)

２

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ａ２

∂Ｔ
＋ｙ

３

４
－ｙ

ｄ２Ｕｓ

ｄｙ２ φ
(１)
２ －ｙ

ｄＵｓ

ｄｙ
ｄφ(１)

２

ｄｙ
＋ ｙ３Ｕｓ＋２

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

２
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ａ２

∂ξ
＋

κ ｘｙ３

４ －ｙ
ｄΦｓ

ｄｙ
＋Φｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ３φ(１)

２

ｄｙ３ ＋ｘｙ
４

４
ｄ３Φｓ

ｄｙ３

ｄφ(１)
２

ｄｙ
－ｘｙ２ －ｙ

ｄΦｓ

ｄｙ
＋Φｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ２φ(１)

２

ｄｙ２

é

ë

ê
ê

－ ｘｙ３

４
ｄ２Φｓ

ｄｙ２

ｄφ(１)
２

ｄｙ
＋

ｘｙ －ｙ
ｄΦｓ

ｄｙ
＋Φｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

２

ｄｙ
ù

û

ú
ú Ａ２＋

ｋｙ
４

ｄ２Ｕｓ

ｄｙ２ ｙＵｓ－２ｃ２
ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

２

ｄｙ
－２ｙ

ｄＵｓ

ｄｙ
φ(１)

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

－

κｋｘ２ｙ３

８
ｄ４Φｓ

ｄｙ４ ｙφ(１)
２ ＋ｃ２

ｄφ(１)
２

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

κｘｙ２

４
ｄ３Φｓ

ｄｙ３ －
ｋｃ２ｘｙ
２

ｄ２φ(１)
２

ｄｙ２ ＋ － ｋｘｙ２

２
＋
３ｋｃ２ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

２

ｄｙ
＋ｋｘｙφ(１)

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｙ －ｙ
ｋｃ２
４

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ｋｙ
４
Ｕｓ

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ２φ(１)

２

ｄｙ２ ＋
κｋｃ２ｘ２ｙ４

８
ｄ２Φｓ

ｄｙ２

ｄφ(１)
２

ｄｙ
＋ｋｙ
４ ｙ３Ｕｓ＋３

ｄＵｓ

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄＵｓ

ｄｙ
φ(１)

２
æ

è
ç ＋

ｋｃ２ (
ｄＵｓ

ｄｙ
)

２

＋ｋｙ
４
(ｃ２ｙ２－３)Ｕｓ

ｄＵｓ

ｄｙ
－ ｋｙ４

４
Ｕｓ

２æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

２

ｄｙ
ö

ø
÷

ù

û

ú
ú ｉＡ２＋

ｋ(ｃ２－ｃ１)ｙ２

４
ｄ３φ(１)

１

ｄｙ３

ｄφ(１)
５

ｄｙ
é

ë

ê
ê

＋ｙφ(１)
１

ｄφ(１)
５

ｄｙ
＋

ｋｙ２

４ ｙφ(１)
１ ＋ｃ１

ｄφ(１)
１

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ３φ(１)

５

ｄｙ３ － ５ｋｙ
４

ｄ２φ(１)
１

ｄｙ２ －
ｃ２ｙ
５

ｄ２φ(１)
５

ｄｙ２ ＋ ｃ２－
４ｃ１
５

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

５

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｋｙ２φ(１)

１

ｄ２φ(１)
５

ｄｙ２ －

ｋｙ － ｙ２

４
＋
ｃ２
４
＋ｃ１

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

１

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄ２φ(１)

５

ｄｙ２ ＋ ５ｃ２
４

－
ｃ２ｙ４

４
－ ｙ２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

１

ｄｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄφ(１)

５

ｄｙ
ù

û

ú
ú
ｉＡ２ Ａ１

２} ｅｉｋ(ｘ－ｃ２ｔ) ＋其他项

(２８)

消除久期项ꎬ并在经向方向积分ꎬ得到赤道海洋和大气的耦合 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的振幅方程

∂Ａ１

∂Ｔ
＋α１

∂Ａ１

∂Ｘ
＋β１

∂Ａ１

∂ξ
＋γ１

∂Ａ１

∂τ
＋κδ１Ａ１＋ｉη１Ａ１＋ｉσ１２Ａ１ Ａ２

２ ＝ ０

∂Ａ２

∂Ｔ
＋α２

∂Ａ２

∂Ｘ
＋β２

∂Ａ２

∂ξ
＋γ２

∂Ａ２

∂τ
＋κδ２Ａ２＋ｉη２Ａ２＋ｉσ２１Ａ２ Ａ１

２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２９)

其中

α１ ＝
Ｉ１１
Ｉ１

ꎬ β１ ＝
Ｉ１２
Ｉ１

ꎬ γ１ ＝
Ｉ１３
Ｉ１

ꎬ δ１ ＝
Ｉ１４
Ｉ１

ꎬ η１ ＝
Ｉ１５
Ｉ１

ꎬ σ１ ＝
Ｉ１６
Ｉ１

α２ ＝
Ｉ２１
Ｉ２

ꎬ β２ ＝
Ｉ２２
Ｉ２

ꎬ γ２ ＝
Ｉ２３
Ｉ２

ꎬ δ２ ＝
Ｉ２４
Ｉ２

ꎬ η２ ＝
Ｉ２５
Ｉ２

ꎬ σ２ ＝
Ｉ２６
Ｉ２

方程中的各参数表达式见附录 Ｂꎮ

３　 耦合模式中的风应力强迫作用

通过 ＷＫＢ 方法ꎬ已得到赤道海洋和大气的耦

合 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的振幅方程ꎮ 根据海洋和

大气波动理论ꎬ其耦合波运动主要依赖于振幅的

调制ꎮ 然而ꎬ振幅方程(２９)是非线性的复偏微分

方程ꎬ无法对其求解析解ꎬ为了更清楚地了解耦合

波运动的物理机制ꎬ需要对方程(２９)进行进一步

分析ꎮ 为此ꎬ对振幅方程(２９)的时间和空间做如

下变换:
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ζ＝ ξ－
β１

γ１
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －γ１(Ｘ－α１Ｔ)＝

Κ ξ－
β２

γ２
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －γ２(Ｘ－α２Ｔ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(３０)

得到如下复方程形式:
ｄＡ１

ｄζ
＝κδ′１Ａ１＋ｉη′１Ａ１＋ｉσ′１２Ａ１ Ａ２

２

ｄＡ２

ｄζ
＝κδ′２Ａ２＋ｉη′２Ａ２＋ｉσ′２１Ａ２ Ａ１

２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３１)

由于 Ａ ｊ( ｊ＝ １ꎬ２)为复数ꎬ则设

Ａ１ ＝Ａ１Ｒ＋ｉＡ１Ｉꎬ Ａ２ ＝Ａ２Ｒ＋ｉＡ２Ｉ (３２)
则方程可以化为如下实方程:

ｄＡ１Ｒ

ｄζ
＝κδ′１Ａ１Ｒ－η′１Ａ１Ｉ－σ′１２Ａ１Ｉ(Ａ２Ｒ

２－Ａ２Ｉ
２)

ｄＡ１Ｉ

ｄζ
＝κδ′１Ａ１Ｉ＋η′１Ａ１Ｒ＋σ′１２Ａ１Ｒ(Ａ２Ｒ

２－Ａ２Ｉ
２)

ｄＡ２Ｒ

ｄζ
＝κδ′２Ａ２Ｒ－η′２Ａ２Ｉ－σ′２１Ａ２Ｉ(Ａ１Ｒ

２－Ａ１Ｉ
２)

ｄＡ２Ｉ

ｄζ
＝κδ′２Ａ２Ｉ＋η′２Ａ２Ｒ＋σ′２１Ａ２Ｒ(Ａ１Ｒ

２－Ａ１Ｉ
２)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(３３)

变换后的振幅方程(３３)是四维的非线性常微分方

程组ꎬ无法直接求出解析解ꎬ但可采用定性理论对

其进行分析ꎮ 根据复方程形式(３１)可知ꎬ方程右

边各项系数为实数ꎬ或者为纯虚数ꎬ而实系数主要

由外源强迫引起ꎬ即大气风应力和海洋热力强迫ꎮ
下面的分析将会表明ꎬ纯虚系数项在系统(３１)

中起着重要作用ꎬ将单独考虑ꎮ 为此ꎬ假设耦合运动

无外源强迫ꎬ即没有风应力和热力强迫作用ꎮ 令

κ＝ ０ꎬ此时方程(３３)线性部分的拓扑结构为环ꎬ其
对应的时序解为周期解ꎬ在非线性作用下ꎬＫｅｌｖｉｎ 波

和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的振幅呈准周期变化ꎮ 由方程(３３)可
以看出ꎬ出现这种准周期变化的原因主要在于两点:
一是线性扭结作用ꎬ即复方程(３１)中的纯虚数项经

过复数分解(３２)ꎬ构成了方程(３３)的线性系统的双

环结构ꎬ这种双环结构将造成 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波

各自独立地做周期运动ꎬ是耦合波做准周期运动的

基础ꎻ二是非线性作用ꎬ方程(３３)的非线性项中含

有 Ａ３－ｊ
２ꎬ该项即为 Ｋｅｌｖｉｎ 波与 Ｒｏｓｓｂｙ 波的相互作

用ꎬ通过自身的变化来引起对方的变化ꎬ使得二者的

振幅呈准周期振荡ꎬ而不是周期性振荡ꎮ
取 ｋ ＝ ２ꎬ ｎ ＝ １ꎬ [ ｙ１ꎬ ｙ２ ] ＝ ( － ∞ ꎬ∞ )ꎬ初值

(Ａ１ＲꎬＡ１ＩꎬＡ２ＲꎬＡ２Ｉ) ζ＝０ ＝ (０.７ꎬ１.０ꎬ１.５ꎬ２.０)ꎬØ(ｙ) ＝
０.５ｙꎬ根据计算ꎬ α１ ＝ ０.２６４ １ꎬ α２ ＝ ０.４２１ ０ꎬ β１ ＝
０.０８３ꎬ β２ ＝ ０.１７０ꎮ γ１ ＝ １.５７ꎬγ２ ＝ ２.０６ꎬη′１ ＝ ０.７１ꎬ
η′２ ＝ ０.６４ꎬσ′１２ ＝ ２.６１ꎬσ′２１ ＝ ３.１７ꎮ 同时ꎬ考虑到无量纲

变换公式(２)ꎬ得到如下 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波波幅

的相图(图 １)和时序图(图 ２)ꎮ
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图 １　 κ＝ ０ 时 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的相图
Ｆｉｇ.１　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｋｅｌｖｉｎ ａｎｄ Ｒｏｓｓｂｙ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ κ＝ ０

　 　 进一步地ꎬ分析 κ≠０ 的情况ꎮ 此时ꎬ线性系

统不再是环结构ꎬ而是不稳定焦点结构ꎮ 这意味

着系统(３３)在初始阶段ꎬ主要由线性项控制ꎬ受

不稳定焦点结构影响ꎬＫｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的振

幅将呈指数型螺旋振荡增大ꎻ时间达到一定时长

后ꎬ主要由非线性项驱动ꎬ而非线性项具有准周
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期振荡特征ꎮ 注意ꎬＲｏｓｓｂｙ 波的波幅出现了混沌

现象ꎮ
根据上面的取值ꎬ可得 κ ＝ ０. ０２６ꎬη″１ ＝ ０. ８６ꎬ

η″２ ＝ ０.７３ꎬ其他值不变ꎮ 同时ꎬ考虑到无量纲变换公

式(２)ꎬ得到如下 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波波幅的相图

(图 ３)和时序图(图 ４)ꎮ
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图 ２　 κ＝ ０ 时 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的波幅时序演变图
Ｆｉｇ.２　 Ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ Ｋｅｌｖｉｎ ａｎｄ Ｒｏｓｓｂｙ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ κ＝ ０
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图 ３　 κ≠０ 时 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的相图
Ｆｉｇ.３　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｋｅｌｖｉｎ ａｎｄ Ｒｏｓｓｂｙ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ κ≠０
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图 ４　 κ≠０ 时 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的波幅时序演变图
Ｆｉｇ.４　 Ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ Ｋｅｌｖｉｎ ａｎｄ Ｒｏｓｓｂｙ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ κ≠０

　 　 由上述分析可以看出ꎬ海洋自身具有 Ｋｅｌｖｉｎ 波

和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的非线性准周期振荡的自驱动力ꎬ但是

这种自驱动力较弱ꎬ而风应力以及海洋热源强迫对

风应力的反馈作用(下面简称“反馈作用”)ꎬ促进了

海洋 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波振幅增大ꎻ同时ꎬ风应力

及反馈作用也进一步加强了海洋 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ
波的非线性效应ꎬ在上述参数下ꎬＲｏｓｓｂｙ 波出现明

显的混沌现象ꎮ 这种准周期与非周期振荡的叠加效

应ꎬ体现了 ＥＮＳＯ 不规则性的特征ꎮ

４　 ＥＮＳＯ 准周期振荡模拟

对赤道海洋和大气的耦合 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ
波的相互作用进行分析ꎬ为了获得赤道太平洋运动

的物理机制ꎬ根据一阶近似表达式(２５)ꎬ还需求出

耦合波的经向结构ꎬ因此ꎬ需要求出 φ(１)
１ 、φ(１)

２ 、φ(１)
３ 、

φ(１)
４ 、φ(１)

５ 、φ(１)
６ 、φ(１)

７ 的特征值问题ꎮ

　
ｄ２φ(１)

１

ｄｙ２ － ２
ｙ

ｄφ(１)
１

ｄｙ
－ １

ｃ１
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

１ ＝－
ｆ２１ｙ２

２ｃ１
ｄ２φ(１)

２

ｄｙ２ － ２
ｙ

ｄφ(１)
２

ｄｙ
－ １

ｃ２
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

２ ＝－
ｆ２２ｙ２

２ｃ２
ｄ２φ(１)

３

ｄｙ２ － ２
ｙ

ｄφ(１)
３

ｄｙ
－ １

ｃ１＋ｃ２
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

３ ＝－
ｆ３ｙ２

２(ｃ１＋ｃ２)

ｄ２φ(１)
４

ｄｙ２ － ２
ｙ

ｄφ(１)
４

ｄｙ
－ｙ２φ(１)

４ ＝－
ｆ４ｙ２

(ｃ１－ｃ２)
　 　 　 　 (３４)

ｄ２φ(１)
５

ｄｙ２ － ２
ｙ

ｄφ(１)
５

ｄｙ
－ｙ２φ(１)

５ ＝－
ｆ５ｙ２

(ｃ２－ｃ１)

ｄ２φ(１)
６

ｄｙ２ － ２
ｙ

ｄφ(１)
６

ｄｙ
－ｙ２φ(１)

６ ＝
ｆ６ｙ２

ｃ１
ｄ２φ(１)

７

ｄｙ２ － ２
ｙ

ｄφ(１)
７

ｄｙ
－ｙ２φ(１)

７ ＝
ｆ７ｙ２

ｃ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

根据附录 Ａꎬ公式(３４)的右边为 φ(０)
１ 、φ(０)

２ 的函数ꎮ
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因此ꎬ将解(２３)带入到公式(３４)中ꎬ得到

ｄ２φ(１)
１

ｄｙ２
－ ２

ｙ
ｄφ(１)

１

ｄｙ
－ １

ｃ１
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

１ ＝χ１(ｙ)ｅ
－ １

２ ｙ
２＋ δ１(ｙ)ｅ

－ｙ２

ｄ２φ(１)
２

ｄｙ２
－ ２

ｙ
ｄφ(１)

２

ｄｙ
－ １

ｃ２
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

２ ＝χ２(ｙ)ｅ
－ １

２ ｙ
２＋ δ２(ｙ)ｅ

－ｙ２

ｄ２φ(１)
３

ｄｙ２
－ ２

ｙ
ｄφ(１)

３

ｄｙ
－ １

ｃ１＋ ｃ２
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

３ ＝δ３(ｙ)ｅ
－ｙ２

ｄ２φ(１)
４

ｄｙ２
－ ２

ｙ
ｄφ(１)

４

ｄｙ
－ １

ｃ１－ ｃ２
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

４ ＝χ４(ｙ)ｅ
－ １

２ ｙ
２＋ δ４(ｙ)ｅ

－ｙ２

ｄ２φ(１)
５

ｄｙ２
－ ２

ｙ
ｄφ(１)

５

ｄｙ
－ １

ｃ２－ ｃ１
＋ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ φ(１)

５ ＝δ５(ｙ)ｅ
－ｙ２　 　 (３５)

ｄ２φ(１)
６

ｄｙ２
－ ２

ｙ
ｄφ(１)

６

ｄｙ
－ｙ２φ(１)

６ ＝δ６(ｙ)ｅ
－ｙ２

ｄ２φ(１)
７

ｄｙ２
－ ２

ｙ
ｄφ(１)

７

ｄｙ
－ｙ２φ(１)

７ ＝δ７(ｙ)ｅ
－ｙ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

方程(３５)为 Ｓｔｕｒｍ￣Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 方程形式ꎬχｍ(ｍ ＝
１ꎬ２ꎬ３ꎬ)ꎬ δｍ(ｍ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ)为多项式函数ꎬ

其表达式见附录 Ｃꎮ 由 χ
ｍ(ｍ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ)ꎬ δｍ

(ｍ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ)为多项式函数ꎬ因此ꎬ在边界条件

(１１)下ꎬ方程(３５)有形式如下的解:

φ(１)
１ ＝ ｒ１(ｙ)ｅ

－ １
２ ｙ

２＋ｓ１(ｙ)ｅ
－ｙ２

φ(１)
２ ＝ ｒ２(ｙ)ｅ

－ １
２ ｙ

２＋ｓ２(ｙ)ｅ
－ｙ２

φ(１)
３ ＝ ｒ３(ｙ)ｅ

－ １
２ ｙ

２＋ｓ３(ｙ)ｅ
－ｙ２

φ(１)
４ ＝ ｒ４(ｙ)ｅ

－ １
２ ｙ

２＋ｓ４(ｙ)ｅ
－ｙ２

φ(１)
５ ＝ ｒ５(ｙ)ｅ

－ １
２ ｙ

２＋ｓ５(ｙ)ｅ
－ｙ２

φ(１)
６ ＝ ｒ６(ｙ)ｅ

－ １
２ ｙ

２＋ｓ６(ｙ)ｅ
－ｙ２

φ(１)
７ ＝ ｒ７(ｙ)ｅ

－ １
２ ｙ

２＋ｓ７(ｙ)ｅ
－ｙ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(３６)

其中ꎬｒｍ( ｙ) (ｍ ＝ １ꎬ２ꎬꎬ５)和 ｓｍ( ｙ) (ｍ ＝ １ꎬ
２ꎬꎬ５)为复杂的多项式函数ꎬ此处略去ꎮ 将海

洋流场分解公式(９)、一阶近似表达式(２５)、振幅的

空间和时间变换公式 (３０) 带入到级数分解公式

(１４)中ꎬ得到关于海洋重力势 φｓ 的一阶近似

φｓ ＝Φｓ(ｙ)＋φｓ０＋εφｓ１ ＝Ａ１(τꎬＴꎬξꎬＸ)φ１
(０)(ｙ)ｅｉｋ(ｘ－ｃ１ｔ) ＋Ａ２(τꎬＴꎬξꎬＸ)φ２

(０)(ｙ)ｅｉｋ(ｘ－ｃ２ｔ) ＋

ε
æ

è
çç∑

２

ｊ＝１
Ａ ｊ

２φｊ
(１)(ｙ)ｅ２ｉｋ(ｘ－ｃｊｔ) ＋Ａ１Ａ２φ３

(１)(ｙ)ｅｉｋ[２ｘ－(ｃ１＋ｃ２) ｔ] ＋Ａ１
Ａ２φ４

(１)(ｙ)ｅ－ｉｋ(ｃ１－ｃ２) ｔ＋Ａ１Ａ２φ５
(１)(ｙ)ｅｉｋ(ｃ１－ｃ２) ｔ＋

１
ｉｋ
Ａ１φ６

(１)(ｙ)ｅｉｋ(－ｃ１) ｔ＋ １
ｉｋ
Ａ２φ７

(１)(ｙ)ｅｉｋ(－ｃ２) ｔ＋κｘ２Φｓ－κｘ２ｙ
ｄΦｓ

ｄｙ
＋κｘｙ２ ｄ２Φｓ

ｄｙ２

ö

ø
÷÷＋Ｃ.Ｃ

(３７)

取上述参数ꎬ可得到 ６０ 个月的海洋 Ｋｅｌｖｉｎ 波和

Ｒｏｓｓｂｙ 波的准周期运动ꎮ
根据图 ５ 可知ꎬ在 ＥＮＳＯ 运动中ꎬＫｅｌｖｉｎ 波和

Ｒｏｓｓｂｙ 波是一直都存在的ꎬ由于相互的非线性作

用ꎬ二者在不同阶段体现出不同的状态ꎬ总体为:蛰
伏(酝酿)→增长→衰减→蛰伏(酝酿)ꎬ而耦合波波

包效应的正负变换ꎬ对应了赤道太平洋温跃层的高

低变换ꎮ ＥＮＳＯ 正是赤道太平洋在 Ｋｅｌｖｉｎ 波东移和

Ｒｏｓｓｂｙ 波西移过程中ꎬ通过耦合波状态的循环与波

包效应的正负变换ꎬ形成的不规则的准周期运动ꎮ
具体表现如下ꎮ

在 Ｅｌ Ｎｉñｏ 位相前兆期ꎬ赤道波导区低空的西风

应力ꎬ在赤道激发出暖的 Ｋｅｌｖｉｎ 波ꎬ它从西太平洋

到达东太平洋的时间为 ２ ~ ３ 个月ꎮ 西风产生的气

旋性风应力旋度使东太平洋表层海水辐散ꎬ致使温

跃层变浅ꎬ海面温度变冷ꎬ有弱的冷 Ｒｏｓｓｂｙ 波存在ꎬ

其蛰伏时间为暖 Ｋｅｌｖｉｎ 波运动时间ꎮ 当暖的 Ｋｅｌｖｉｎ
波到达东太平洋后ꎬ使该处海面温度升高ꎬ温跃层变

深ꎬ形成 Ｅｌ Ｎｉñｏ 位相ꎬ此时赤道两边的辐散作用增

强ꎬ冷的 Ｒｏｓｓｂｙ 波开始增强并缓慢向西运动ꎬ它通

过热带海盆所需的时间为 １ ~ ２ 年ꎬ随后逐渐衰减ꎮ
此时ꎬ暖的 Ｋｅｌｖｉｎ 波在东海岸维持少动并逐渐衰

减ꎮ 随着冷的 Ｒｏｓｓｂｙ 波到达西太平洋ꎬ使得原来的

暖池变冷ꎬ形成 Ｌａ Ｎｉñａ 位相前兆期ꎮ 随后ꎬ在赤道

波导区低空西风应力的作用下ꎬ赤道激发出冷的

Ｋｅｌｖｉｎ 波ꎬ它从西太平洋到达东太平洋的时间为 ２~
３ 个月ꎮ 西风产生的反气旋风应力旋度使该处表层

海水辐合ꎬ致使温跃层变深ꎬ海面温度变高ꎬ有弱的

暖 Ｒｏｓｓｂｙ 波存在ꎬ其蛰伏时间为冷的 Ｋｅｌｖｉｎ 波运动

时间ꎮ 当冷的 Ｋｅｌｖｉｎ 波到达东太平洋后ꎬ使该处海

面温度变低ꎬ温跃层变浅ꎬ形成 Ｌａ Ｎｉñａ 位相ꎬ此时

赤道两边的辐散作用增强ꎬ暖的 Ｒｏｓｓｂｙ 波开始增强
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并缓慢向西运动ꎬ它通过热带海盆所需的时间为 １~２
年ꎬ随后逐渐衰减ꎮ 此时ꎬ暖的 Ｋｅｌｖｉｎ 波在东海岸维

持少动并逐渐衰减ꎮ 随着暖的 Ｒｏｓｓｂｙ 波到达西太平

洋ꎬ使得暖池恢复ꎬ再次形成 Ｅｌ Ｎｉñｏ 位相前兆期ꎮ
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图 ５　 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波在一个典型 ＥＮＳＯ 周期内的运动
Ｆｉｇ.５　 Ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ Ｋｅｌｖｉｎ ａｎｄ Ｒｏｓｓｂｙ ｗａｖｅｓ ｉｎ ａ ｔｙｐｉｃａｌ ＥＮＳＯ ｃｙｃｌｅ

５　 结论与讨论

基于微软公司开发的符号计算系统 Ｍａｐｌｅꎬ以
一阶近似地转效应的浅水方程为基础ꎬ通过多尺度

和摄动近似的方法ꎬ分析了低纬海气耦合系统的非

线性 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波的相互作用ꎮ 首先ꎬ给出

了无风应力条件下自激耦合系统的运动特征ꎬ这种

自激运动振幅较小且呈准周期变化ꎬ分析发现自激

耦合运动的准周期变化是 Ｋｅｌｖｉｎ 波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波各

自的扭结效应和二者的非线性效应共同作用的结

果ꎮ 其次ꎬ研究分析了在有风应力条件下耦合系统

的运动特征ꎬ即耦合波振幅在指数型螺旋振荡增大

后ꎬＫｅｌｖｉｎ 波呈准周期振荡ꎬＲｏｓｓｂｙ 波呈非周期振

荡ꎬ这种准周期与非周期振荡的叠加效应ꎬ使得

ＥＮＳＯ 准周期运动呈显著的不规则性ꎮ 最后ꎬ通过

简化流场的近似模拟得出ꎬ在 ＥＮＳＯ 运动中ꎬＫｅｌｖｉｎ
波和 Ｒｏｓｓｂｙ 波是一直都存在的ꎬ由于相互的非线性

作用ꎬ二者在不同阶段体现出不同的状态ꎬ总体为:
蛰伏(酝酿)→增长→衰减→蛰伏(酝酿)ꎮ

此研究仅考虑了定常的大气运动ꎬ没有体现出

Ｗａｌｋｅｒ 环流的变化特征ꎮ 因此ꎬ下一步将研究非定

常风应力在低纬海气耦合的作用ꎬ以进一步揭示

ＥＮＳＯ 准周期振荡的物理机制ꎮ
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附录 Ａ

方程(２３)的各项系数如下:
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附录 Ｂ

振幅方程(２９)中的各项系数构成如下:
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附录 Ｃ

方程(３５)的各项系数如下:
χ
１(ｙ)＝ －ｋꎬ

δ１(ｙ)＝ － ｋ２

ｙ２ (ｃ１ｙ
２＋ｙ２＋ｃ１＋２ｙ－２)ꎬ

χ
２(ｙ)＝ ２(ω２－ｋ)ｙ２－ｎ(ω２＋ｋ)－５(ω２－ｋ)ꎬ

δ２(ｙ)＝ － １
ｙ２ [－４(ω２－ｋ)ｎ(ω２＋ｋ)ｃ２ｙ４＋３６(ω２－ｋ)ｎ(ω２＋ｋ)ｃ２ｙ２＋４ (ω２－ｋ) ２ｃ２ｙ６－

４８(ω２－ｋ) ２ｃ２ｙ４－４(ω２－ｋ)ｎ(ω２＋ｋ)ｙ４＋９３(ω２－ｋ) ２ｃ２ｙ２＋ｎ２(ω２＋ｋ) ２ｃ２ｙ２－

８(ω２－ｋ)ｎ(ω２＋ｋ)ｙ３＋１４(ω２－ｋ)ｎ(ω２＋ｋ)ｙ２－３４(ω２－ｋ) ２－

２ｎ２(ω２＋ｋ) ２＋４(ω２－ｋ) ２ｙ６＋８(ω２－ｋ) ２ｙ５－２０(ω２－ｋ) ２ｙ４－４０(ω２－ｋ) ２ｙ３＋７７(ω２－ｋ) ２ｙ２＋

ｎ２ (ω２＋ｋ) ２ｙ２＋４５ (ω２－ｋ) ２ｃ２＋ｎ２ (ω２＋ｋ) ２ｃ２＋５０ (ω２－ｋ) ２ｙ＋２ｎ２ (ω２＋ｋ) ２ｙ－２０(ω２－ｋ)ｎ(ω２＋ｋ)]ꎬ

δ３(ｙ)＝
ｋ
ｙ２ [２(ω２－ｋ)(ｃ１＋ｃ２)ｙ４＋４(ω２－ｋ)ｙ４－１７(ω２－ｋ)ｃ１ｙ２－ｎ(ω２＋ｋ)(ｃ１＋ｃ２)ｙ２－

５(ω２－ｋ)ｃ２ｙ２－２(ω２－ｋ)ｙ２－２ｎ(ω２＋ｋ)ｙ２－１４(ω２－ｋ)ｃ２－２ｎ(ω２＋ｋ)ｃ２]ꎬ
χ
４(ｙ)＝ －２[２(ω２－ｋ)(ｃ２－ｃ１)ｙ２－９(ω２－ｋ)(ｃ２－ｃ１)－ｎ(ω２＋ｋ)(ｃ２－ｃ１)－４(ω２－ｋ)]ꎬ

δ４(ｙ)＝ － ２
ｙ
[１６(ω２－ｋ)ｙ４－１２(ω２－ｋ)ｃ１ｙ２＋４(ω２－ｋ)ｃ２ｙ２－６４(ω２－ｋ)ｙ２＋８ｎ(ω２＋ｋ)ｙ２－

１８(ω２－ｋ)ｃ１－２ｎ(ω２＋ｋ)ｃ１－２０(ω２－ｋ)ｃ２－２ｎ(ω２＋ｋ)ｃ２＋８０(ω２－ｋ)＋８ｎ(ω２＋ｋ)]ꎬ

δ５(ｙ)＝
ｋ
ｙ２ [２(ω２－ｋ)(ｃ１＋ｃ２)ｙ４＋４(ω２－ｋ)ｙ４－１５(ω２－ｋ)ｃ１ｙ２－ｎ(ω２＋ｋ)(ｃ１＋ｃ２)ｙ２－

７(ω２－ｋ)ｃ２ｙ２－１０(ω２－ｋ)ｙ２－２ｎ(ω２＋ｋ)ｙ２－９(ω２－ｋ)ｃ１－ｎ(ω２＋ｋ)(ｃ１＋ｃ２)－５(ω２－ｋ)ｃ２]ꎮ
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